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РКЕРАТА 


Interesul cu care а fost primită cartea 
toarelor си exemple din industria petrolieră și petrochimică”, dar mai ales 
observația cititorilor în legătură cu faptul că utilizarea de către ingineri a 
sistemelor de calcul nu poate fi limitată numai la aplicațiile în tehnică ale 
metodelor numerice, ne-au determinat să elaborám alte două volume, cu acelaşi 
titlu, care să continue lucrarea amintită, completind-o cu alte aplicații speci- 
fice domeniului ingineresc. Aceste două noi volume ale lucrării „Aplicatii 
inginereşti ale calculatoarelor”, subintitulate : optimizări şi calculatoare 
de proces, sînt menite să asigure materialul de bază pentru studiul mai 
multor discipline predate la cele trei facultăți ale Institutului de petrol si 
gaze Ploiești și anume: „Matematici II ( Programare)” la Utilaj, ,,Progra- 
тате şi calculatoare” la Foraj, ,,Programare" la Tehnologie, „Utilizarea 
calculatoarelor” la Utilaj chimic şi Petrochimic, toate cursurile de automati- 
zare a proceselor industriale, cursurile postuniversitare de prelucrare automată 
а datelor (pentru modulele : „Aplicații Programare”, ,, Biblioteca pentru pro- 
gramare liniară” şi „Aplicații tehnico-stéinlifice"), precum 52 pentru ,,Apli- 
cațiile calculatoarelor” (de la cursul international. UNESCO). Ca urmare, 
aceste noi volume au fost concepute pentru a f? utile, în primul vind, studen- 
filor Institutului de petrol şi gaze, precum şi participanţilor la cursurile post- 
universitare din acest institut, dar s-a avut în vedere $? posibilitatea consultării 
lor de către numeroșii ingineri ретойзй (şi de alte specialități), care se 
ocupă cu aplicaţiile tehnicii de calcul im industrie, cercetare și proiectare. 

Prezentul volum, al doilea al lucrării „Aplicații inginereşti ale calcula- 
toarelor”, are ca temă optimizarea proceselor industriale, adică unul din 
domeniile cele mai fertile de aplicații ale calculatoarelor, domeniu în care 


utilizarea sistemelor de calcul automat se realizează cu maximă eficientă 
tehnică şi economică. 


După cum se știe, activitatea în domeniul producției industriale па 
conducerii întreprinderilor а devenit în prezent айі de complexă ( ca să nu 
spunem complicată!) încît alegerea soluției „celei mai bunc" prin metodele 
matematicii clasice, bazale ре aplicațiile calculului diferențial și ale calculului 
variational (problemele de extrem din așa-numita matematică tradițională), 
пи mai Sînt suficiente. Astăzi, problema alegerii „celei mai bune variante 
în domeniul producției și conducerii, care apare frecvent în activitatea indus- 
тай curenid, este denumită o problemá de optimizare. M odelarea (adică 
descrierea matematică) a problemelor de optimizare permite găsirea soluţiilor 
optime, adică a celor mai bune variante, apreciate ca atare din anumite puncte 


„Aplicaţii inginereşti ale calcula- 
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de vedere prin diferite criterii legate de: cahtatea produselor, volumul produc- 
tiei, utilizarea capacităților de producție, timpul de realizare a producției, 
cheltuielile de producţie, beneficiul s.a.m.d., cure— după caz — se cer a fi 
maxime (de exemplu: volumul producției, beneficiul etc.) sau minime (timpul 
de realizare a producției, cheltuielile etc. ). 


Referindu-ne la conducerea unui proces industrial în care intervin 
mai multe variabile de stare, obiectivul urmărit este — în principiu — acela 
de a realiza іп mod economic о performanță superioară a procesului. Un 
sistem ideal de conducere (de Ир ,,hard-soft") va ține seama de toate interac- 
[ийе semnificative dintre variabilele procesului, precum şi de influenţele 
lor economice reciproce, luînd acea decizie de conducere care va avea ca 
efect obținerea performanței optime а procesului. Realizarea conducerii 
optimale este legată direct și de un alt factor — acela al efectului perturba- 
о (de altfel, dacă пи ‘ar exista perturbații nici nu ar fi necesară vreo actiune 
de conducere). În lipsa acestor perturbații, orice proces s-ar desfășura іп 
condiții optime fără nici o interventie: atunci cînd apare însă o perturbație 
trebuie să se realizeze anumite Schimbări în proces pentru a compensa efectul 
perturbatiei. : 

Modelele (mai precis modelele matematice) folosite pentru conducerea 
optimalá а “proceselor industriale pot fi cu sau fără restricții. Asa-zisa 
optimizare fără restricții se poate face determinînd punctul de functionare 
optim (maxim|minim), prin rezolvarea problemei clasice de extrem, care ‘poate 
fi efectuată апа іс prin calcule elementare şi metode numerice (prezentate de 
noi în primul volum al acestei lucrări [7]). Procesele industriale sint supuse, 
cel mai adesea, la o serie de restricții de care trebuie să se țină seama la 
alegerea variantei optime (variabilele modelului trebuie să respecte condiții 
restrictive din motive fizice, tehnice, de securitate, sau vezultind din strategia 
conducerii întreprinderilor). Astfel, cel mai adesea, conducerea proceselor se 
realizează prin optimizarea cu restricții. t ісе ут 

În cadrul acestui volum, ритйта subtitlul optimizári, ne vom ocupa 
cu prezentarea optimizării cu restricții. Ca urmare, cartea a fost organizată 
în funcție de modelele utilizate în cadrul optimizării cu restricții și anume: 

— programarea liniară (capitolul б), referitoare la metodele de calcul 
pentru rezolvarea problemelor de optimizare cu restricții în care айі functia 
obiectiv cît și restrictiile sînt reprezentate prin expresii liniare. Cele mai 
mulle cazuri practice de optimizare pot fi tratate prin acest model, a cărui 
rezolvare face apel la metodele algebrei liniare; 

— programarea neliniară (capitolul 7) care, referindu-se la sistemele neh- 
niare, operează cu modele neliniare (de exemplu, în numeroase cazuri, 
Ж uncția obiectiv are o formă pătratică). Rezolvarea problemelor de programare 
neliniară se face prin metodele gradientului $i de căutare (directă, prin 
sondaj, prin metoda retelei Monte-Carlo etc.) ; 

_— programarea dinamică (capitolul 8), care este o metodă eficientă de 
optimizare în cazul conducerii stafionar-optimale a proceselor, dacă problema 
poate fi formulată ca o problemă de decizie cu mai multe etape (decizii secven- 
не), ca de exemplu cazul unui grup de utilaje care din punct de vedere 
tehnologic lucrează în serie. Fiecare utilaj al liniei tehnologice-serie poale fi 
considerat ca о etapă, deciziile putînd fi luate separat, pentru fiecare etapă 
( utilaj) г Problema se reduce deci la a determina о astfel de ,Secventd" а 
acțiunilor de conducere încît funcționarea tuturor etapelor în ansamblu (deci 
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a liniei tehnologice) să fie optimă. Dacă etapele procesului sînt formulate ca 
intervale de timp (şi nu ca intervale de spațiu sau ca unităţi de utilaj teh- 
nologic), atunci programarea dinamică poate fi utilizată pentru a obține 
secvența optimă în timp a deciziilor (adică „drumul” dinamic optim). 

Ultimul capitol al acestui volum este conscarat unor metode de optimi- 
zare bazate pe aplicațiile calculului probabilităților st ale statisticii mate- 
matice. Dintre numeroasele metode statistice ale cercetării operaționale am 
ales numai cîteva şi anume acelea care au o mai mare utilizare în industrie 
si tehnică (aplicațiile teoriei firelor de aşteptare, ale teoriei stocurilor și ale 
teoriei echipamentului). 

Ca şi primul volum, lucrarea de față — în afara intenfiilor didactice 
— îşi propune şi scopuri practice-aplicative. În consecință, ea а fost elabo- 
rată în aşa fel încît să poată fi direct utilizată, ca un îndrumar, la rezolvarea 
unor probleme concrete се apar uzual în practica conducerii proceselor și 
întreprinderilor industriale. Са urmare, în fiecare capitol, după formularea 
succintă a metodei şi precizarea domeniului său de aplicativitate, sînt prezen- 
lali principalii algoritmi şi procedee practice bazate pe utilizarea sistemelor 
de calcul automat si a pachetelor de programare aflate în uzul centrelor de 
calcul, aplicarea efectivă. a fiecărui procedeu fiind ilustrată printr-un exemplu 
concret, tratat „in extenso” (cu inserarea și а programului sursă uhlizat, 
redactat în limbajul FORT RAN). 

În acest fel, am căutat să răspundem unor exigente impuse de песе51- 
tatea continuei ridicări a eficienței producției în toate ramurile industriale, 
pe baza folosirii optime a resurselor prin aplicarea celor mai moderne metode 
de organizare $ conducere. În acest sens, nu putem să închetem această 
prefață fără а reaminti cititorului obhgajia pe care o are са inginer de a 
contibui la realizarea се е? са cincinalul 1976—1980 ,,... să devină 
cincinalul revoluției tehnico-științifice, al afirmării largi a cuceririlor celor 
mai avansate ale cunoașterii în toate ramurile şi sectoarele industriei  româ- 
пези.”*), precum si la înfăptuirea programului de modernizare şi ridicare 
a nivelului tehnic $ calitativ al întregii noastre economii, prevăzut în ,,Direc- 
tivele Congresului al XI-lea al Partidului Comunist Român cu privire la 
planul cincinal 1976-1980 si liniile directoare ale dezvoltării economico-sociale 


a României pentru perioada 1981—1990”. 


Conf. dr. ing. Г. DUMITRESCU, prof. dr. ing. STELIAN DUMITRESCU 


Ploiești, 
iulie 1975 


* Ceaușescu, N. Raport la cel de al XI-lea Congres al Partidului Comunist 


Român. Bucureşti, Editura politică, 1974 (p. 51). 
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Capitolul 6 
APLICAȚIILE PROGRAMĂRII LINIARE 


. Numeroase probleme de optimizare cu restricții pot fi rezolvate prin 
utilizarea unor modele de tipul programelor liniare. Programarea, liniară 
poate fi aplicată în cazul în care procesele din cadrul sistemului analizat 


pot fi descrise, din punct de vedere matematic, prin relații liniare de 
forma : | 


417, + ал |... + a,x; +... + ах, = 4,411, 


in care a; (2 = 1,2, ..., n + 1) sint coeficienți constanti, iar x; (i = 1, 2, 
... n) sint variabile independente ce trebuie determinate în așa fel încât 
sá se obfiná o stare optimá a sistemului. 

După cum se ştie, orice problemă de programare liniară constă în a 
determina situaţia în care un anumit scop, арпопс stabilit în funcție de 
natura proceselor analizate, poate fiirealizat în condiții optime. Expresia 
matematică care modelează acest scop poartă denumirea de funcție obiec- 
tw sau funche criteriu (deseori sînt utilizate я denumirile: functie scop, 
Juncție de eficiență, funcție de optimizare sau, uneori, funcție economică). 

Funcția obiectiv trebuie să satisfacă două condiţii: să fie liniară şi 
unică. Unicitatea funcției obiectiv rezultă din faptul că unui model care 
descrie un anumit sistem nu i se poate asocia decît numai un singur cri- 
teriu de optimizare. Astfel, activitatea unei întreprinderi nu poate fi opti- 
mizată simultan din mai multe puncte de vedere; de exemplu, dacă s-ar 
urmări obținerea unei valori maxime a producției, rezultatul ar fi diferit 
de се] ce ar rezulta în cazul în care s-ar dori realizarea unui beneficiu 
maxim (sau structura producției obținute prin ,,maximizarea" beneficiului 
ar fi diferită de structura ce ar rezulta luînd ca criteriu de optimizare 
reducerea la minimum posibil a cheltuielilor de producție). 


Situația specifică a unui sistem dat, а cărui stare este apreciată prin 
diverşi parametri fizici, tehnici şi economici, determină o serie de condiţii 
ре care trebuie să le respecte acești parametri, ce pot fi modelate — 
adică descrise într-o formă matematică — prin relaţii de condiţie, denumite 
restricții. Aceste restricţii, care sînt exprimate analitic prin relaţii de egali- 
tate sau inegalitate, trebuie să Не şi ele liniare. | tui 

Funcfia obiectiv si sistemul de restricfii alcátuiesc „modelul put ве 
ce se cere а fi optimizat, model denumit program liniar de obhmnzare. 
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În cadrul acestui capitol, presupunind că cititorul are pregătirea 
matematică și de informatică necesară, vom prezenta: procedeul mode- 
Jării prin programe liniare, principalele metode pentru rezolvarea probleme- 
lor de programare liniară, tehnici de utilizare a sistemelor de calcul auto- 
mat în programarea liniară și pachete de programe uzuale în acest do- 
meniu. 

Pentru a ilustra modul cum se aplică metodele prezentate, în toate 
cazurile am făcut apel la exemple concrete, tipice, care să înlesnească 
realizarea de către cititor a oricărei alte aplicații. 


6.1. MODELAREA PRIN PROGRAME LINIARE DE OPTIMIZARE 


În forma ei generală, o problemă de optimizare prin programare liniară 


se formulează astfel: 
Să se determine valoarea maximă/minimă a funcţiei liniare : 


Е = сох + см, +... см, (6—1) 
astfel încît variabilele nenegative x; (i = 1, 2, ..., n) să satisfacă urmă- 
toarele inegalităţi liniare : Ж 

ат + Ai% +... + 4,5, < b, 

дъ? + aaa + ... + 4:,%, < b, 

: . . (6—2) 


а? 1 Gy o Xa + «чо T а,,%, < b, 


unde coeficienți а (1 = 1, 2, ..., m; j = 1, 2, ..., n) si b;( = 1, 2, ..., 
т) sint numere reale in legáturá cu care nu vom introduce nici o ipo- 


tezá particulará. | 
Necunoscutele x,(? = 1, 2, ..., n), care reprezintă variabilele de stare 


ale sistemului economic, industrial sau fizic analizat, nu pot avea sens — 
de cele mai multe ori — decît dacă sînt pozitive, ceea ce se exprimă prin 
condițiile de nenegativitate : 


(6—3) 


x, > 0 


În modelul de mai sus, funcţia (6—1) este funcţia obiectiv, iar siste- 
mul de inegalităţi liniare (6—2) reprezintă restricţiile, . 

Este evident că minimizarea funcției F se poate reduce, ca formalizare 
matematică, la problema determinării maximului aceleiași funcţii F. Într-a- 
devăr, între maximul funcției (max Е) şi minimul aceleiași funcții (min Е) 
există relația : 


min Е = —max (—F), 
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deoarece dacă înmulțim ambii membri ai egalitáti (6—1) си — 1, rezultă: 


—F = —с,%, + (—6)x, +... + (—с„)х„ 
Я deci max (—F) = -пип Е. 

Adăugînd la cele de mai sus si observaţia că sistemul de inegalităţi 
(6—2) poate fi transformat într-un sistem de egalități prin atașarea unor 
așa-numite variabile de есай x,4; > 0 (i = 1, 2, ..., m), înţelegem de се 
modelul de programare liniară (6—1), (6—2), (6—3) poate fi prezentat, 
dacă utilizăm şi scrierea condensatá, în următoarea formă : 


1 
+ 


Е - 2 сж, + 250 ° x, 4; = max (6—1a) 
+= i=l 
( аз) + ăn = b, $21, 2, ..., m, (6—2a) 
Ј = 
х, 20 $21,2, ..., ж-т. 7 (6—3a) 


Forma (6—1), (6—2), (6—3) se numeşte forma canonică а unui pro- 
gram liniar, iar (6—1a), (6--2а), (6—3a) este numită forma standard а 
modelului de programare liniară. 

„Evident că programul liniar, în ambele forme de mai sus, poate fi 
scris mai concis $i іп mod matriceal. Astfel, în cazul formei standard а 
programului liniar, dacă folosim notaţiile : 


СЕ (ас... с,) pentru vectorul linie al coeficienţilor funcţiei obiectiv, 


b, 
B b, pentru vectorul coloaná al termenilor liberi din 
— sistemul restricțiilor, 
b, .. 
Pa 
X 
|. X =| . | pentru vectorul coloană al variabilelor, 
Xs 
Anl 
Xn 4-2 
Е =}. pentru vectorul coloană al variabilelor de ecart, 
А Харт 
si 
44 Aig Ain 
A а аӊ ... бі» pentru matricea coeficienţilor 
kw E | din sistemul re stricfiilor, 
Amı а,» аң 
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modelul (6— 1а), (6--2а), (6—3a) poate fi scris si in urmátoarea.formà 
matriceală : 


Е = CX + OE = max, (6—10) 

AX+IE=B, ` 46—23) 

X20, Е>0, 06—30) 
unde E! este xhatricea ecart transpusă, iar I — matricea unitate. ` ! 


În funcţie de specificul claselor de probleme care se optimizează, 
modelele de programare liniară tipice au denumiri împrumutate de la 
problemele pe care le rezolvă si anume: problema transportului — pro- 
gram de transport, problema dietei sau a amestecurilor — program de 
amestec, problema investiţiilor, problema încărcării mașinilor, problema 
debitării materialelor sau а croirii, problema investiţiilor, problema ordo- 
nanfárii ş.a.m.d. 


Exemple 


Ех: 6—1. Pentru început, vom considera un exemplu foarte simplu. 

La unul din bancurile de lucru ale atelierului de reparaţii dintr-o 
schelă de extracție se pot face două categorii de reparaţii. Activitatea 
desfășurată la acest banc de lucru poate fi analizată, din punct de vedere 
tehnic şi economic, prin intermediul următorilor parametri şi indicatori : 

— consumul unitar de materiale, 

— consumul unitar de forță de muncă, 

— fondul de timp zilnic, 

— valoarea reparațiilor efectuate, 

— structura volumului de reparaţii etc. Е 

Materialele si forța de muncă reprezintă resursele de care dispunem 
pentru efectuarea reparațiilor. | 

Notind cu x, Я х, volumul (în „БисйН”) al celor două categorii de 
reparaţii ce se pot efectua la -acest banc de lucru şi considerind că valorile 
parametrilor de mai sus sînt cele indicate în tabela 6—1, modelul pentru 


Tabel а 6—1 


Felul repartiţiei 
a : ғ Total resurse 


Resurse 


Materiale (ore) 3 5 15 

TUM 2 M IE IE До M ДД. е V CENE DEI FOR. 
Forţă de muncă (ore) 6 2 24 
Pref unitar de reparaţii (lei/buc) 200 100 == 

= ең каннын atat ML c NN ыла ЖАНЕ ЖИН ы ЖИЕ ا‎ 2 Ы 


optimizarea activităţii la locul de muncă analizat poate considera ca 
scop stabilirea structurii volumului de reparaţii (x, şi x,) astfel încît 
valoarea lui să fie maximă. 
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“Atunci, modelul de optimizare ce rezultă ре baza datelor din tabela 
6—1 este următorul: | | 
4 Е = 200 x, -- 100 x, = тах jh (6— 4) 
Зх, + 5x, < 15 А га: | 
| Жа | (6—5) 
6x, + 2x, < 24 


бі x, > 0, x, > 0. ! | m 
Relatia (6—4) exprimá funcfia obiectiv (rezultá direct pe baza datelor 
de pe ultima linie a tabelei 6— 1), iar sistemul (6—5) reprezintá restricțiile. 
` Această problemă constituie un exemplu simplu de program limiar 
pentru folosirea eficientă а resurselor limitate. 
` Ex. 6—2 [21]. Un trust de extracţie a țițeiului are posibilitatea des- 
făşurării activității sale pe cinci structuri petroliere diferite (pe care să 
le notám prin I, II, HI, IV Я V), in care — conform programului de 
exploatare — se poate săpa un anumit număr maxim de sonde. 

Conform planului de investiții, trustul dispune de un anumit fond 
pentru lucrări de investiţii (pentru săparea de noi sonde), să zicem în 
valoarea . de 300.000.000 lei/an. TOM ча dug 

Pe de altá parte, trustul — conform planului de. producfie — are 
anumite sarcini de producţie, pe care trebuie să le realizeze prin inter- 
mediul sondelor noi săpate ; astfel, să presupunem că producția planificată 
din sondele noi este de 700.000 tone/an. 

Problema care se pune (о problemă tipică de investiții) este aceea a 
determinării numărului х1, X, Хз, X4 Я %5 de sonde ce trebuie sápate in 
fiecare strücturá astfel ca trustul sá realizeze o utilizare cit mai та опа! 
şi eficientă а investiţiilor. bdo | ары vA ж 

"Aceasta se poate realiza luînd іп considerare următorii parametri : 

— “numărul maxim al sondelor ce se pot зара, intr-un an, ín fiecare 
structurá ; "d kU S | ЫА 

— producția medie a sondelor noi săpate, pe fiecare structură ; 

— investițiile unitare (ре sonda nou săpată) ; 

— cheltuielile anuale de exploatare, pe sonde. 

În scopul unei mai bune’ ilustrări a acestui exemplu, în tabela 6—2 
considerám anumite valori numerice pentru parametrii indicaţi mai sus. 


Tabela 6—2 


Cheltuieli de 


Producţia medie pe 
юш 4 oatare pe sondă 


Investiţiile pe sonda 


id de sonde (59008 рни nouá milioane lei/an) e ае m 
I 70 5 2 0,4 
II 50 6 2,5 0,43 
III 40 6,5 8 0,46. 
IV 30 7 - 3,5 0,48 
У 25 8 4,2 0,52 


“Avînd în vedere datele din tabela 6—2, se pot alege mai multe. varian- 
te îni.:ceea ce priveşte criteriul de optimizare. Astfel de criterii. pot fi: 


a) minimizarea cheltuielilor de exploatare; 
b) minimizarea investiţiilor ; | 
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с) maximizarea producţiei (in primul an de exploatare a sondelor 
noi sau pe o perioadă care să fină seama si de declinul sondelor). 

După cum am mai arătat, pentru obținerea unei soluții optime tre- 
buie să alegem numai un singur criteriu de optimizare. Astfel, modelele 
de optimizare vor fi: 

— în cazul criteriului a), referitor la minimizarea cheltuielilor de 
exploatare a sondelor noi: 


Е = 0,4x, + 0,432, + 0,462, + 0,48%, + 0,52х; = min, (6—6 


) 

9414-6 x,4-6,5x,4- 7х,-- 8х; > 700 (6—7/1) 

2x, + 2,5%, + Зх + 3,5х, + 42x, < 300 (6-7/2) 

z, < 70 (6—7/3) 

хз < 40 (6—7/5 

x, < 30 (6—7/6) 

xs < 25 (6—7/7) 

unde x; (2 = 1, 2, ..., 5) reprezintă numărul sondelor ce vor trebui săpate 


în cele 5 structuri (x, sonde în structura I, x, sonde în structura II, ... 
.., Ху sonde in structura V). 
Evident, la relatiile (6—6) я (6—7) trebuie atagate si condifiile de 
nenegativitate : 
x; > 0 t= l, 2, ..., 5. 


1 


Relaţia (6—6), care reprezintă funcţia obiectiv, rezultă din ultima 
coloană a tabelei 6—2. Restricţiile se obţin astfel: (6—7/1) din coloana а 
treia (restricfia de producţie), (6—7/2) din coloana a patra (restrictia de 


investiţii), iar (6—7/3), ..., (6—7/7) din coloana а doua (restricţiile rela- 


tive la numărul maxim de sonde ce pot fi săpate) ; 
— în cazul criteriului b), referitor la minimizarea investițiilor necesare 
pentru săparea noilor sonde: 


Е — 24, + 25 + 3x3 + 3,574 + 4,2xg = min, (6—8) 

| 5х, + 6x, + 6,5х; + 7x, + 8x, > 700 (6—9/1) 
жу < 70 (6—9/2) 
X, < 50 (6—9/3) 
x, < 40 (6—9]4) 
x, « 30 (6--9/5) 
x; < 25 (6—9/6) 

$i condițiile de nenegativitate : 

x20 4= 1,9, 5.4 5. 


Relaţia (6—8) este funcția obiectiv (scrierea ei se face pe baza datelor 
din coloana a patra a tabelei 6—2),iar sistemul (6—9) reprezintă restricțiile 
(6—9/1 se scrie cu datele de producţie din coloana a treia și 6—9/2, ... 
6--9/6 se scriu cu datele din coloana а doua) ; 
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— în cazul с), referitor la optimizarea producției in primul an de 
exploatare a noilor sonde : 


2x, + 2,5% + Зх; + 3,524 + 4,2%, < 300 (6—11/1) 
x, < 70 (6— 11/2) 
Ха < 50 (6- 11/3) 
ха < 40 (6—11/4) 
x, < 30 (6— 11/5) 
№5 < 25 (6— 11/6) 
si condițiile de nenegativitate : 
x, > 0 i= 1, 2, ..., 5. 


4 


Funcţia (6—10) este funcţia obiectiv (se өспе cu datele din coloana 
patru — tabela 6—2), iar (6—11) este sistemul restricțiilor. 

În toate cazurile de mai sus, se mai introduce condiţia ca x, = N 
G= 1, 2, ..., 5), unde N este mulțimea numerelor naturale, deoarece 
numărul sondelor care se sapă nu poate fi decît un număr întreg pozitiv 
sau zero (nu se sapă nici o sondă). Astfel, problemele a), b) şi с) sînt pro- 
bleme de programare liniară în numere întregi. 

Ex. 6—3. Este cunoscut faptul că diversele sortimente de produse 
petroliere, aşa cum sînt puse în vinzare, se obțin prin operaţii de amestec, 
în diferite proporţii, a constituenfilor petrolieri de bază (livrafi de rafiná- 
rii), astfel încît să se obțină indicii calitativi prescrigi pentru fiecare sorti- 
ment în parte. 

Operația de amestec a componenților de bază se poate realiza în 
numeroase moduri (variante), astfel încît s-a ajuns şi în acest caz la 
necesitatea obținerii unor rețele optime de amestec, Optimizarea se reali- 
zează pe baza unor criterii tehnico-economice, urmărindu-se ca în funcție 
de diversele calităţi ale componenților să se determine o astfel de proporție 
a acestora încît să se obțină sortimente comerciale care la pref de cost 
minim (sau beneficiu maxim) să aibă calitatea chimică, fizică şi tehnică 
impusă de utilizarea produsului sau de normele de calitate. 

Şi în acest caz, problema (care face parte dintr-o clasă tipică — pro- 
Мета amestecului sau a dietei) se poate rezolva tot printr-un model de 
programare liniară. 

Тп cazul optimizării amestecurilor de produse petroliere intervin, în 
afara indicatorilor economici şi a unor mărimi fizice, şi parametri spe- 
cifici — cunoscuţi sub numele de constante calitative aditive — cum sînt: 
cifra de aciditate, conținutul de cenușe, conţinutul de sulf, temperatura 
de distilare în limite restrînse, densitatea relativă, cifra octanică, indicele 
Diesel, culoarea Union etc. [21]. | 

Presupunind cá cititorul are noţiunile necesare cu privire la tehnologia 
petrolului, vom prezenta un exemplu numeric mai simplu (pentru a putea 
fi mai ușor de urmărit), preluat din [21]. Să considerăm cazul în care ameste- 
cul petrolier se realizează cu 4 benzine componente (denumite B1, B2, 
B3 Я B4), în cantităţile Я cu caracteristicile indicate in tabela 6—3. 
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Tabela 6—3 | 
тасар Cifra octanică | Densitatea la 20°С | Temperatura finală Cantitàfilc Preţul 
component (м) (tone/m*) de fierbere (*C) disponibile (tone) (lei/tonă) 
В7 56 0,737 206 6 500 383 
B2 66 0,741 204 3 600 503 
B3 76 0,740 202 2 000 611 
B4 90 0,749 200 8 200 701 


ESEE n НЕ 2 e И | 

Să zicem că se cere să se prepare 6 000 tone benzină — amestec care 
să satisfacă următoarele condiții de calitate : 

— cifra octanică M (determinată prin metoda Motor) să fie mini- 
mum 74; 

— densitatea la 20°C să fie maximum 0,745 tone/mî ; 

— temperatura finală de fierbere să fie maximum 205°C. 

Cu aceste date si notind cu xí, xy, д. Я x, cantitățile (in tone) din 
cele patru benzine componente, modelul de optimizare a amestecului pe 
baza criteriului minimizárii prețului de cost, are următoarea formă : 


Е = 303 x, + 503 x, + 611 x, + 701 x, = minim, (6—12) 
care este funcția obiectiv (de minimizare a prețului de cost) scrisă cu 
datele indicate pe ultima coloană a tabelei 6—3 ; 

d е” Ж. PE 9 --19/ 
0787 2 T 0741 2 Кола 22 T 074544 2 0945 (9736/2) 
206 x, + 204 x, + 202 х, + 200 x, < 205. 6000 (6—13/3) 

x, + Xa + Xa + x, = 6 000 | (6— 13/4) 
xı < 6500 (6— 13/5) 
z, < З 600 (6 — 18/6) 
ха < 2000 - | (6—13/7) 
x, < 8200 (6—13/8) 


care reprezintă sistemul de restricții. La cele de mai sus se adaugă şi con- 
difiile de nenegativitate : a 


20 (=1, 2, 3, 4). 


Restricfia (6— 13/1) exprimă, cu datele din coloana а doua a tabelei 
6—3, condiția relativă la cifra octanică, care mai general (în cazul unui 
amestec cu z componenți în cantități x; 1 = 1, 2, ..., n) se scrie în forma 
inegalitáfii : 

" п 
> M, x; 2 M, 
, i-1 3: í 
unde M, este cifra octanică a componenților, iar M, — cifra осіашса а 
amestecului rezultat. | 


-1 
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‚ Restricfia (6— 13/2) exprimá, cu datele din coloana a treia (tabela 
6—3), condiţia referitoare la densitate, care mai general se scrie în forma: 


" n 


РУ н 
Ва > рад و‎ 


іші e 


unde p, sint densitáfile componenților, iar p, — densitatea amestecului 
rezultat. 

Restricţia (6—13/3) exprimă, cu datele din coloana а patra (tabela 
6—3), condiţia referitoare la temperatura finală de fierbere, care în cazul 
general se scrie in forma: | 


no n 
>56 8,25% 
1= 4=1 


unde 0; si 0, sint temperaturile finale de fierbere ale componenfilor si — 
— respectiv — amestecului. : | | Ё 
 Inegalitátile (6— 13/4), ..., (6— 13/8) exprimă restricţiile determi- 
nate de cantități (cerută si disponibile). | 
Să observăm că modelul (6—12), (6— 13) poate fi simplificat in sensul 
renunțării la inegalitățile x, < 6500 si x,« 8200 deoarece amestecul final 


este сег într-o cantitate >) x; = 6000, adică mai mică decît disponi- 


‚ $=1 
bilitățile pentru componentele x, бі ха, fiecare în parte. Mai sînt posibile 
şi alte simplificări, însă în condiţiile rezolvării problemei prin utilizarea 
unui sistem de calcul automat acestea nu sînt necesare (și, practic, nici 
esențiale). 

Ex. 6—4. Unul din domeniile în care programarea liniară are numeroase 
şi eficiente aplicaţii este acela al optimizării transporturilor, în legătură 
cu care se formulează clasica problemă a transporturilor. O vom exemplifica 
printr-o problemă tot din ramura petrolului (optimizarea transportului 
produselor petroliere). Vom considera, pentru o mai bună înțelegere, un 
exemplu numeric mai simplu, concret însă cu date numerice fictive şi 


denumiri simbolice. 

Astfel, să presupunem situația în care cinci stații PECO, de desfacere 
a produselor petroliere, denumite S7, S2, ..., 52, pot fi aprovizionate 
de la trei depozite, denumite 07, 02 я 03. Pentru transportul cu auto- 


cisterne a produselor petroliere de la fiecare depozit D; ($ = 1, 2, 3) la 


fiecare stație de desfacere S;(j = 1, 2, ..., 5) se cheltuiesc с;; lei pentru 
i au valorile numerice 


un metru cub de produs; să zicem că aceste cheltuieli 
din tabela 6—4. 


Tabela 6—4 
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Să mai considerăm gi următoarele valori pentru datele acestei pro- 
bleme : 

— cantitatea (exprimată volumetric) a produselor petroliere aflate 
în cele trei depozite (la un loc) este de 30 m?; 

— depozitele dispun, fiecare în parte, de următoarele cantități de 
produse petroliere а): 16 m? la D7, 8 m? Ја D2 şi 6 m? Ја D3; 

— cantitățile (volumetrice) de produse b; cu care trebuie aprovi- 
zionate cele cinci stații de desfacere sînt: 8 m? pentru 57, 5 m? — 52, 
7 m? — 53, 4 m? — S4 şi 6 m? pentru 55. . 

Problema de optimizare care se pune într-o astfel de situaţie este aceea 
a determinării cantităților de produse х, ce trebuie transportate de la 
depozitul D, la staţia 5), astfel încît să se asigure necesarul de produse 
solicitat de fiecare stație (din disponibilititile depozitelor), cu minimum 
de cheltuieli totale de transport. 

Şi în această situaţie, problema se rezolvă tot printr-un model de pro- 
gramare liniară, care se determină (în cazul general) în următorul mod. 

Există m depozite de aprovizionare şi и staţii de desfacere pentru 
consum. Fiecare depozit dispune de o cantitate de produse ce poate fi 
livrată а; (i = 1, 2, ..., m), iar fiecare staţie de desfacere solicită o can- 
titate b; (j = 1, 2, ..., я). | 

Dacă notăm, asa cum am arătat mai înainte, cu х cantitatea (пе- 
cunoscutá) de produs ce va fi transportatá de la depozitul D; la stafia S; 
бі cu су costul unitar (per unitatea de cantitate de produs) al transportului 
de la depozitul D; la stația S;, atunci rezultă: 

— cantitatea transportată de la un depozit D, la cele и stații de 
desfacere, care este chiar cantitatea a; pe care o poate livra depozitul D;, 
se poate exprima prin ecuația liniară : 


Ха + Хас... + Xin = а, 


sau pentru toate depozitele : 


2, яу= а" FS 239... mi (6—14) 


ј=1 


— cantitatea, b; achiziționată de o staţie S; de la cele m depozite este 
exprimată prin ecuaţia liniară: 


Xy + Xa + ... + Жар = bj 
sau pentru toate staţiile: 


т 
D xj = b; 4 =}, 2 ieu Ж] (6—15) 
ті 
— costul total al transportului este dat de egalitatea: 
C, = сы Ха + Са Xis +... бы Я + 
+ са Xar + Cag Xaa +... F Can Xan + 
s Ст Хо + Ста Ymo T 4... + Cmn mn 
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adicá : 
т n 
C, = du су Ху (6— 16) 
$—1 j=l 
(in modelul scris in formá » desfáguratá" sumele de pe linii reprezintă costul 
transportului pentru produsele livrate а; de depozitul D, celor n staţii, 
iar sumele pe coloane — costul transportului pentru achiziționarea cantității 
b; de către o staţie S; de la cele т depozite furnizoare). 
Este evident că valorile cantităților de produse transportate nu pot 
fi negative; deci trebuie respectate şi în acest caz condiţiile de nenegati- 


vitate : 


Xij 


1] 


20 i=l 2, ..., m, j= 1, 2, ..., ж. (6—17) 


іп această situație, determinarea necunoscutelor +, din sistemul de 
ecuaţii liniare (6—14) Я (6—15) conduce la o infinitate de soluţii. Soluția 
considerată ca optimă va fi aceea care asigură cele mai mici cheltuieli totale 
de transport (C, = min). De aici rezultă următoarea formă de program 
liniar : 


C, = Ж Су X, = min, (6—18) 


Урна =1, 0. ft (6--19/1) 
ігі 

Yaz = bjij=1,2,.... % ` (6—19/2) 
4x; 20 ¿=1,2,.... m j=1,2,.... n (6—19/3) 


care reprezintă sistemul de restricții. БЫ 
Modelul (6—18), (6—19) este cunoscut sub numele de program de trans- 
Port. 


În cazul particular al exemplului cu datele din tabela 6—4, pentru 
"ee m=3 şi n=5, programul de transport are următoarea for- 
С, = 32,4 + 5x4, + 2215 + 3%14 + 2215 + 
+ 125, + 3х + 4% + Baa + 5545 + (6—20) 

$ xy + 8x3, + 14g + 25а + Зав = min 
21 


СЕ Scanned with OKEN Scanner 


(funcția obiectiv) și 


Ха + Xia + Xis + Ха + Yis 
Хоа + Хз + Xas + Ход + Xas 
Ха + Аза + Xss + Ха + X35 
Ха + Ха + Жар = 8 
Xio Ñ+ Xo» F 35 = 9 
Хз + Хоз + зз = 7 
X14 + Ход + Хоа = 4 
Xis + Xas + Xas = 6 


ШЕ 
с» соф 


xu 2 

Xi 20 

хз > 0 иа 
ха 20 (6—21) 
X1s 20 

Ха 20 

Хә > 0 

хз > 0 

ха > Ü 

№5 2 Ü 

Ха 20 

Хә > 0 

Хаз > 0 

ха 20 

Xs > 0 


(sistemul de restricții de m + п = 8 egalitáfi şi т. п = 15 inegalităţi, 
cu m - n = 15 necunoscute х,,). " 

Ex. 6—5. Vom încheia şirul acestor exemple си un caz care va ilustra 
marea diversitate а posibilităților de utilizare practică a programării 
liniare. 

Dupá cum se stie, legátura dintre sapa de foraj cu trei conuri si garni- 
tura de antrenare (coloana de prájini) se face printr-un filet special, cu o 
tehnologie de execufie complexá, in care un loc insemnat 11 ocupá si pre- 
lucrările prin așchiere. Optimizarea acestei operaţii de filetare la зара de 
foraj cu trei conuri, care are un efect sensibil atît asupra procesului tehno- 
logic de fabricare a sapei cît și asupra performanţelor ce se vor obţine la 
forajul sondelor, se poate realiza pe baza unor criterii economice şi tehnice 
folosind parametri ca: 

— adîncimea de aşchiere (2); 

— avansul la filetare (s); " M NN 

— viteza de rotație a piesei (n) în timpul filetării серий заре; 

— viteza de așchiere; . mE 

— geometria, dimensiunile piesei filetate si materialul piesei; 

— durabilitatea cutitelor ; 

— costul operaţiilor de азсШете; 

— ,ritmul" liniei tehnologice ; 

— cinematica și dinamica maşinii unelte ; ғ 

— rezistenfa si rigiditatea elementelor sistemului tehnologic elastic ; 

— calitatea suprafefei prelucrate etc. 
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Ме | 


=. 


lui de așchiere la o maşină unealtă pentru executat 
filetele la sapele cu trei conuri (din cadrul unui lanț tehnologic fără inci- 
dente de gituire) se poate face cu relaţiile de mai jos, care зе obțin prin 


analiza procesului tehnologic [6]: 


Modelarea regimu 


В : 
с. = 1000 ст. | съ ЗО. 
= [258 Две Е jt d АІ: ; ELEL 
я —— , 1 —— ول‎ ——— 


т m 


827 (6-22) 
f т 
{Шог de filetare ; 


I. z | | (6—23) 


po tos p ij 


Ер. Qmin ‚К; — т 


care exprimă costul opera 


relație care modelează ,ritmul'" liniei de fabricaţie ; | 
1000 N , | ( 6—2 4) 


МИР. а У 
met Fz. s Fz < 
rd см 


inegalitate care. rezultă din calculul puterii necesare pentru filetare ; 
іе. ҮЕ; > Ё (6—25) 


< — 
2 S 10Еск, ' 


care ţine seama de rezistența şi stabilitatea sculei ; 


x Y F 
£, y. s y < =, (6—26) 
CF, : | 
condiţie саге rezultă din încărcarea maximă admisă de mecanismul de 
avans ; ° 
В, - 7085 
ss ca > p (6—27) 
condiție referitoare la calitatea suprafeţei prelucrate ; 
| (6—28) 


iQ SÉ SZ, 


inegalităţi ce rezultă din condițiile referitoare la adausul de prelucrare 
$1 la adîncimea minimă de aşchiere ; 


< "n < Nmax (6—29) 


N min < 
< Smax; 


xN 
Smin < S 


pie exprimá condifiile (limitárile) impuse de cinematica maşinii de file- 
are. TERM 
Semnificațiile notafiilor din relaţiile (6—22), .... (6—29), ca Я valorile 
concrete (referitoare la un caz studiat la Întreprinderea , 1 Mai” Ploiești), 
sint următoarele : | 
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C, — costul total (în lei) al executării filetului, considerat ca criteriu 
de optimizare (se va determina situația in care C, = min); 

су — retribufia muncitorului care lucrează la mașina de filetat si 
cota parte din regia secfiei (c, — 0,576 lei/min) ; 

d — diametrul piesei supuse prelucrării (4 = 114,3 mm); 

1 — lungimea teoretică de prelucrare a piesei (/ = 128,16 mm); 

z — adausul de prelucrare, îndepărtat de pe piesă prin așchiere (z = 
— 0,324 mm); 

n — viteza de rotație a piesei în timpul prelucrării ei (in rot/min), 
necunoscută ce trebuie determinată în condițiile minimizării costului pre- 
lucrării ; 

£ — adîncimea de aschiere (іп mm), necunoscută ce trebuie determi- 
nată în condițiile minimizării costului prelucrării; 

s — avansul la filetare (în mm/rot), necunoscută ce trebuie deter- 
minată în condițiile minimizării costului prelucrării ; 

т — exponentul durabilitátii зсше (cufitului utilizat la prelucrarea 
piesei), durabilitatea fiind definită ca intervalul de timp între două ascufiri 
ale sculei pentru agchiere. Considerind un cuțit prevăzut cu plácufá din 
aliaj dur (Р10) si piese supuse prelucrării confecționate din oţel crom-nichel, 
rezultă m = 0,2 [6]; 

a 51 В — parametri care intervin în modelele pentru analiza durabilitátii 
sculei de prelucrare. În condiţiile de material, tip de cuţit şi elemente 
geometrice specificate mai sus, din [6] rezultă: « = 1,613 si В = 0,317; 

с, — coeficient tabelat (pentru tipul de cuţit Яя de material utilizat 
rezultă c, = 237); 

X,, У, — coeficienţi tabelafi care intervin în expresia vitezei de аусШете 
(pentru E de cufit si de material considerate rezultá: X, = 0,15 si 
Y, = 0,2); 

К, 2 ,Titmul" liniei tehnologice, care se calculează prin raportul 
dintre fondul real anual de timp şi planul anual de producție al liniei (К, = 
= 13,3 min/sapá) ; | 

„»{— numărul minim de mașini în funcțiune simultană din linia 
tehnologică (Оһ, = 2); ме. 

К; — coeficient real de incárcare al masinilor de prelucrare (К; = 
= 0,85); 

ті E timpul auxiliar, nelucrátor, al sculei pentru o piesă prelucrată 
(т, = 2,5 min/sapà) ; 

N — puterea necesară prelucrării (N = 5,8 kW); | 

су — coeficient tabelat care corectează valoarea puterii de bază nece- 
sară pentru prelucrare, în funcție de material, tip de cuțit, unghi de atac 
la agchiere etc. (în cazul considerat rezultă су = 0,061); | 

Хр, Я Yp, — coeficienți tabelafi care intervin în relațiile pentru cal- 
culul componentei F, a forței de aschiere la filetare (în funcție de material, 
de tipul cufitului etc. rezultă: Xp, = 1 şi Yp, = 0,75); 2 

c, — rezistența admisibilă la incovoiere a materialului sculei (с, = 
= 15. 10? N[m?); , 

{ — coeficient care se calculează în funcție de secțiunea de fixare а 
sculei (Е = 47,4); 
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Cp, — coeficient de corecție din expresia de calcul a componentei F, 
a forței de așchiere (ср, = 300) ; 

Хе, Я Ты coeficienți tabelaji care interviu în relația pentru cal- 
culul componentei Е, a forței de agchiere la filetare (in cazul considerat 
rezultă Хр, = 09 si Ух, = 0,6) ; 

Е, — forța maximă admisă de mecanismul de avans (Е, = 188 N); 

ср, — coeficient de corecție din relația de calcul a componentei F, 
a forței de așchiere (Ср, = 243); 

R, — rugozitatea suprafeții piesei prelucrare (înălțimea microneregu- 
Јагіх ог). Considerăm В, = 1,6 um; 

y — raza de rotunjire а virfului сі шш (se consideră 7088 = 0,508 


шш), 
ү — adincimea minimă de agchiere (fa = 0,162 mm); 
mí = 40 rot/min Я m4, = 1400 rot/min sint limitele (minimă şi 
maximă) ale vitezei de rotaţie а piesei în timpul prelucrării ; 
Smin = 0,05 mm/rot $i Smas = 0,9 mm/rot — limitele (minimă și maximă) 
ale avansului la filetare. 
Cu aceste valori, modelul (6—22), (6—23), ..., (6—29), de optimizare 
а executării filetului la sapele cu trei role, ia forma; 


а: — min, (6—30) 


С, = 660-159 . тұлан, CUM 


кі > 2,064 
5.4.5015 < 265 
{5%75 < 106 
s. 508 < 0,773 (6-31) 
5107 < 3,87 
0,162 < < 0,324 
40 < n < 1400 
005 < s < 0,9 


Dupá cum se vede, modelul (6-30), (6-31) nu este liniar, El poate 


fi însă „liniarizat” prin logaritmare. Dacă ogaritmám si facem schimbările 
de variabile: 
С, = 16 Cu 
z, = lg f, 
(6—32) 


x, = 16 (100 1) sau 1g 4 = 1: — 2 
x, = lg(100 s) sau lg s = 25 — 2, 
-31) se transformă în următorul program 


atunci modelul (6-30) {6 
г. 
(6-33) 


С, =s 0,585 ar 0,762 я — 0,683 X, — 0,098 = тін, 
25 
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care reprezintă funcţia obiectiv ; 


х + x, + ха > 4,314 
xı + x, + 0,75 x, < 5,923 
х, + 0,75 x, < 5,525 
0,9 x, + 0,6 x, < 2,888 
107 x, < 2,728 | 
x, < 3,146 (6-34) 
x, > 1,602 | 
x, < 1,511 
ха > 1,207 
x, < 1,954 
x, > 0,699 


sistem cu 11 inegalitáti-egalitáti ce exprimă restricţiile, la care mai trebuie 
adăugate şi condiţiile de strictă nenegativitate x, > 0, x, > 0 şi x, > 0.* 


+ 
* * 


Din exemplele de mai sus rezultă cá programarea liniară este un pro- 
cedeu matematic de optimizare a proceselor (sistemelor) ce pot fi descrise 
prin expresii liniare. Ea constă, în esență, in determinarea maximului/ 
minimului unei funcții (funcția obiectiv) de mai multe variabile necunoscute, 
legate între ele printr-un sistem cu un număr oarecare de ecuații şi inecuafii 
(care reprezintă restricţiile problemei). Atit funcţia obiectivă cit si sistemul 
de restricţii sînt forme liniare şi alcătuiesc modelul de programare liniară 
al procesului analizat. 


6.2. METODE DE REZOLVARE A PROGRAMELOR LINIARE 


După formularea modelului de programare liniară urmează o etapă 
esenţială a studiului de optimizare — aceea a rezolvării problemei de pro- 
gramare liniară, adică a determinării mulțimii de valori numerice ж, ( = 
— 1, 2, ..., n) care satisfac restricţiile și determină o valoare maximă/ 
minimă a funcţiei obiectiv. 

În continuare vom face o succintă prezentare a principalelor metode 
de rezolvare a programelor liniare, în forma algoritmică specifică utilizării 
sistemelor de calcul automat. L ša 


Generalitàti 

Pentru evitarea confuziilor, vom preciza — mai întîi — înțelesul pe 
care îl are noțiunea de ,,solufie" în cazul problemelor de programare 
liniară : 
— prin soluție a problemei se înțelege mulțimea de % + m valori 
x; care satisfac sistemul de ecuaţii (6—2 a), al restricţiilor; 

— dacă, în plus, această soluție verifică şi condiţiile de nenegativitate 
(6—3a), adică dacă x, >0 (1=1,2,.... n + m), atunci soluția se 


* Acest exemplu ne-a fost propus de dr. ing. V. Ulmanu, de la Catedra de utilaj 
petrolier din Institutul de petrol și gaze. 
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numeste soluție posibilă (sau soluţie realizabilă sau, încă, soluție admi- 
sibilă) ; uti : 
‚ , ыш dacă restricțiile sint liniar independente iar soluţia modelului con- 
ţine m componente x, nenule (x; > 0, í = 1, 2, ..., m) și % componente 
nule (x; =0, j = 1, 2, ..., %), atunci soluția poartă numele de soluţie 
posibilă de bază sau — mai scurt — de soluție de bază (în cazurile în care 
sînt mai puţin decît m valori x; nenule, soluţia se numește soluție de bază 
degenerată) ; ‚ . . | ; 

"= soluția de bază care face ca funcția obiectiv (6—14) sá Не maximá/ 
minimă este denumită soluție de bază optiinală sau, direct, soluție opti- 
тай. | | | A 
Să considerăm, pentru a ne reaminti cîteva noțiuni fundamentale, că 
modelul are N variabile şi M restricţii; atunci toate valorile soluției care 
fac ca funcţia obiectiv să Не Е = max (sau Е = min) vor corespunde 
virfurilor poliedrului convex format din intersecția N-edrului de referință 
(care exprimă condițiile de nenegativitate х; > 0) cu hiperplanele repre- 
zentind restricțiile.* Deci, pentru а se obţine un maximum/minimum al 
funcţiei obiectiv, orice soluţie trebuie să îndeplinească următoarea con- 
ditie necesară : „să conțină се! puţin N—M variabile пше”. Notînd: N = 
= n + m şi M = m, rezultă că această condiţie are şi enunţul: „să conțină 
cel puțin и variabile nule”. 

Este esențial să reținem că toate poliedrele astfel construite sint con- 
vexe (poliedrul format prin intersecția hiperplanelor reprezentînd restricţiile 


cu N-edrul de referință este convex deoarece intersecția a două poliedre | 


convexe este tot un poliedru convex). În acest fel, ,,deplasarea" din virf in 
vârf gi, corespunzător, cresterile funcției F (sau micșorările ei) vor conduce 
sigur la atingerea maximului/minimului funcţiei obiectiv: Dacă dome- 
niul nu ar fi convex, atunci nu ar fi certă obținerea unui F maxim 
maximorum/minim minimorum. 

Ex. 6—6. Pentru a ilustra cele de mai sus vom reveni asupra pro- 
gramului „mai simplu” (cu numai două variabile) din Ex. 0—1, (6—4), 
(6—5), şi anume: 


x, > 0 

x, > 0 _a 
За + 5x, < 15 (8—5) 
6x, + 2x, < 24 


Е = 200 x, + 100 х = max. — (6—4) 


. Моде fiind bidimensional, restricțiile reprezintă semiplane care 
intr-un sistem de axe de coordonate rectangular x,0x, pot fi redate așa 
ca In figura 6.1, unde: 

‚— condiţiile de nenegativitate (x, > 0 si x, > 0) se reprezintá prin 
semiplanele care confin sensul pozitiv al axelor si sint limitate de axele 
——hT_o, 


TM ы Aceastá afirmație este riguroasă dacă maximul/minimul funcţiei obiectiv F este qun 
ids un singur punct, Evident, sînt posibile cazuri degenerescente în care maximul/minimu 
atins in toate punctele unei fefe sau unei linii de intersecție a poliedrului. 
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de coordonate x, =0 si — respectiv — x,—0 (ca urmare, semiplanele x, > 0 
şi x, < 0 sint hașurate în figura 6.1); 

— semiplanul Зх, + 5x, < 15 este partea nehașurată delimitată de 
dreapta (АВ) care are ecuaţia Зх, + 5х, = 15; 

— тезбисйа 6x, + 2x, < 24 reprezintă semiplanul nehașurat delimi- 
tat de dreapta (BC), adicá de 6x, -- 2x, = 24. 

Dreptele care delimitează semiplanele restricţiilor, adică (ОА) x, — 0, 
(АВ) Зх, + 5х, = 15, (BC) бх, + 2х, = 24 si (ОС) x, = 0, formează 
poligonul convex OA BC. Punctele situate in interiorul sau pe laturile acestui 
poligon au coordonatele (x,,%) ce reprezintă soluții ale sistemului de 
restricții (6—5). 


X 
10 
5 
——: 0 
10,3) $ бх, + 2290 24 
Эт, Ir 
z,*0 
(0,0) a M, CE CTI 
Ü 2 
Fig. 6.1 
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Într-adevăr, dacă introducem variabilele de ecart Хиро ? = 1,2 (unde 
n = 2) obţinem următorul sistem de ecuaţii : 


3x, + 5x Ха = 15 

x, + 2% + x, = 24 
care are în vedere şi condiţiile de nenegativitate x; > 0 (i = 1, 2, 3, 4). 
Sistemul (6—5/1) este format din m = 2 ecuaţii, cun = 4 variabile. Dupá 
cum se gtie, un astfel de sistem are o infinitate de soluţii. 

Pentru a obține o soluţie а sistemului (6—5/1) putem alege valori 
pentru două variabile, rezultînd astiel un sistem de 2 ecuaţii cu 2 necu- 
noscute care (dacă este posibil!) se rezolvă în mod obişnuit. 

Un procedeu simplu de a alege valori inițiale pentru cîte două necu- 
noscute constă în a le anula; în acest fel putem obține cel mult С = 6 


soluții, și anume: 


Comentarii 


Soluţia EL га Za x а с e езе 
Ж 0 0 15 24 ЗошНе de bază (are două componente 
nenule) 

2 0 3 0 18 Solufie de bază (are două componente 
nenule) 
3 0 12 —45 0 Nu este posibilá (deoarece x, < 0) 
4 5 0 0 —6 Nu este posibilá (deoarece x, « 0) 
5 4 0 13 0 Soluţie de bază (are două componente 
| nenule) x 
6 3,75 0,75 0 0 бошНе optimalá (face са Е = max.) 


Dintre aceste soluţii, constatăm cá nu sînt posibile soluţiile 3 şi 4 
(deoarece în cazul lor nu sînt respectate condiţiile de nenegativitate), restul 
soluțiilor (adică 1, 2, 5 şi 6) fiind posibile (pentru toate aceste soluţii 
x; > 0). i 

Verificăm, prin acest exemplu, cele afirmate mai înainte si anume 
că soluțiile posibile, obținute prin acest procedeu, au proprietatea că repre- 
zintá vârfurile (за, Ха) ale poligonului convex OABC (fig. 6.1) : О = (0,0) — 
soluția 7, A = (0,3) — soluția 2, В = (3,75, 0,75) — soluţia 6 si C = (40) — 
soluția 5. Aceste soluții avînd şi cîte m = 2 componente nenule reprezintă 
soluții posibile de bază. 

În sfîrşit, dintre soluțiile de bază, una — Я anume soluția 6 — este 
soluția optimală, deoarece face ca funcția obiectiv 


F = 200x, + 100x, + 0 ° ж +0: x, (6—4/1) 


să aibă valoarea maximă: 


ғ я а д Е 

0 0 15 24 0 

0 3 ` 18 | 300 

4 0 13 0 800 

3,75 0,5 0 0 805 — тах 
ж ы * 
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Încheiem acest paragraf prin а repeta o observaţie importantă,’ pre- 
zentată anterior, în legătură cu interpretarea soluției unui program! liniar 
ca punct în spaţiul euclidian N-dimensional: 

— mulțimea planelor corespunzătoare unui sistem de restricții de 
forma. (6—2a) este fie mulțimea vidă, fie un poliedru n-dimensional ; 
` — virfurile poliedrului corespund planelor de referință x, > 0 si 
reciproc ; | "M я 

` — dacă problema are soluție mărginită, atunci există un vârf “а po- 
liedrului pentru care valoarea funcției obiectiv este maximă/miniraă.: 

Deci acest virf este soluția optimală a problemei (mai mult, îh’ cazul 
existenței mai multor soluții, toate sînt combinaţiile convexe ale: пи: 
număr de vîrfuri-soluţie). Ca urmare, este suficient să căutăm Soluția 
problemei printre vírfurile poliedrului. LITT 

De aici, Я finind seama de faptul că poliedrul are un număr finit de 
virfuri (C7), rezultă cá un număr finit de încercări va duce la gásirea solutiei 
optimale. Astfel infelegem de ce scopul diferitelor metode de rezolvare a 
problemelor de programare liniară este același: reducerea numărului de 
încercări menit să conducă la soluţia optimală. Pentru aceasta, în cadrul 
unei încercări, se іа în considerare numai un plan care îmbunătăţeşte” 
valoarea funcției obiectiv, față de valoarea ei pentru planul considerat 
în încercarea precedentă etc. Prin urmare, metodele de rezolvare a pro- 
blemelor de programare liniară sînt metode iterative care — în esență — 
constau în căutarea unui plan de plecare (inițial) și în găsirea unui alt plan 
pentru care valoarea funcţiei obiectiv se îmbunătățește (în sensul definit 
de program: maximizare sau minimizare). De obicei, noul plan este vecin 
cu precedentul, adică virfuri vecine ре poliedrul soluţiilor. Diferența 
esențială între diversele metode constă în criteriul de alegere a noului 
plan. "in 


Metoda simplex 


Principiul metodei constă in a calcula, plecînd de la o soluție de bază, 
o altă soluție de bază care îmbunătăţeşte valoarea dată de funcţia 
obiectiv (în sensul maximizării sau minimizării ei), optimul fiind „atins” 
atunci cînd valoarea acestei funcții nu mai poate fi îmbunătățită în 
continuare.* : 524 

Procedeul este, deci, iterativ, principalele etape de calcul fiind urmá- 
toarele : MS 

1? determinarea inițială a unei soluții de bază („Бага inițială ); 

2? trecerea la altă soluție de bază, plecind de la baza inițială precedentă 
(adică trecerea de la un virf la altul al poliedrului soluţiilor), astfel incit 
să se obțină o valoare mai mare/mică a funcţiei obiectiv; | | 

3° considerarea са soluție optimală a soluției de bază obținute după 
etapa 29 atunci cînd nu mai este posibil să se máreascá/micsoreze valoarea 
funcției obiectiv. 


А Ж ue В 4 servatii 
* Algoritmul simplex a fost elaborat in 1947 de С. В. Dantzig, pe baza unei observaj 
a matematicianului Von Neumann. 
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Pentru a arăta modul general de aplicare a acestui algoritm, să consi- 
derăm modelul matricial al unei probleme de programare liniară exprimat 
în forma standard (cu variabile de ecart): 


Е = CX = max, 
АХ = В, 
X20, 


6—20) si (6-30), mátricele C A şi X 


unde, față de expresiile (6— 10), ( 
le referitoare la variabilele de ecart, 


includ, prin ,,alipire", si elemente 
adică : $ 

C = (с. Са + С„С--1. в. бит), 
Xi 
Xo 


ЖА 1 


Харт 
А = (aj) in care portiunea і--1,9,..,т Я j=n +1, n+ 2, 
п + m reprezintă matricea unitate. ы СШ і 
Să presupunem cá avem о soluție de bază formată din m variabile 


nenegative si nu toate nule, x, numerotate de la n + 1 la я + m. Se 
poate scrie: e. ТЕН 


„= >) 


n+m 


S А, = В (6—35) 
i=n+1 я 
51 
пт f 
ВЕ Те, (6—36) 
i=n+1 
cu x, 20, í = % + 1, n + 2, -..., п + m, în care 
b, въ 
16 doi - 
ВИ. А, = |: 
b Ami 


т - 


Deci, matricele А; sint т vectori coloaná ai matricei dreptunghiu- 
lare A, Celelalte n coloane А), j = 1, 2, ..., tt, pot fi exprimate prin com- 
azá o bazá 


Ыла} liniare în funcţie de cei m vectori coloană A, care forme 
a spaţiului vectorial m-dimensional, adică prin relaţii de forma: 


вт i l 
A= YS wA, j=1,2,... t. | (6-37) 


i=nrl 
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Coeficienfii combinațiilor liniare (6—37) pot fi calculafi prin inversarea 
matricelor pătrate formate din cei m vectori (coloane) de bază А, deter- 
тіпаў си (6—35). Vom putea scrie, de asemenea: 


„++ 
F; = 2; Хе, J = 1, 2, ...› №. (6—38) 
$=я-1 
În continuare, să notăm cu 0 o cantitate scalară pozitivă. Alegind 
unul din vectorii Aj, care nu sînt în bază, Я multiplicînd egalitatea (6—37) 
cu 0 vom putea scrie: 


п-т 
0A; = 2, бл А;, 
i=n+1 
cu care obținem o nouă expresie pentru (6—35) Я anume: 
"ndm nam 
2; А;х; = B = 2, (x; — 02;)А, + 0A,. (6—39) 
$=я--1 ішт--1 


De asemenea, adăugăm celor doi membri ai relației (6--36) termenul 
(с, — Е) şi obținem : 


п4-т 


Е + ба - Fj) = рэя сұ + 0(6 — Е). (6—40) 
Deoarece din (6—38), prin înmulțire cu 0, rezultă: 
nim 
ОҒ; = >` 0x;jc;, 
бзп-г1 
atunci (6—40) se poate scrie in forma: 
п-т 
Е + Ө(с; = F;) = 2. ix, — 0x;;) Ci + бс). (6—41) 
i—-n4l 


Dacă cel puţin unul din coeficienţii x; este strict pozitiv, atunci 
putem alege un Ө > 0 astfel са: 


9 = 0, = min 2+. 
i Xij 
Той termenii (x; — 0x) vor fi strict pozitivi, în afară de unul care 
va fi nul şi va corespunde lui 0, definit mai sus. Ca urmare, vom extrage 
din bază vectorul A, astfel ca: 


9 = 0, = min 5, 
i Xij 
pentru cá coeficientul său se va anula in ecuaţia (6—99); el va fi inlocuit 
prin Aj, cu indicele j din expresia lui 0,, adică cu cel j pentru care (c; — 
— Fj) = тах şi pozitiv. Noua soluţie de bază astfel obținută este, deci, 
distinctă de precedenta ; astfel am trecut la un alt punct extrem, adică 
la un alt vîrf al poliedrului soluțiilor de bază. 
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Această nouă soluţie va trebui să corespundă unei creşteri a valorii 
funcției obiectiv (în cazul maximizării, presupusă inițial), ceea ce va avea 
loc dacă vom alege vectorul cu indicele ] — care intră în bază — astfel 


са: 
(с; == Е;) > 0. 

Dacá problema este de minimizare a lui F, vom considera : 
(Е; — cj) > 0. 


Alegind cantitatea (с) — Е) > 0 cea mai mare posibilá, vom selec- 
Попа vectorul А; (cu același indice j) Я vom putea determina o trans- 
formare a soluţiei precedente astfel încît să obținem cea mai mare creştere 
posibilă a valorii funcţiei obiectiv. 

Dacă, după o serie de calcule succesive, nu se va mai putea găsi o 
cantitate (c; — Е)) > 0, atunci funcţia obiectiv Е nu va putea să mai 
crească, ceea ce înseamnă că maximul acestei funcții a fost atins. În cazul 
F = min, minimul a fost atins atunci cînd nu se va mai putea găsi o 
cantitate (F; — c;) > 0. ! 

Să observăm că aceste cantităţi c; — Е; reprezintă variațiile unitare 
ale funcției obiectiv, la trecerea de la un punct extrem (vîrf al poliedrului) 
la altul; sînt, de fapt creşterile variabilelor x; „їп afara” bazei, în raport 


numeric mai simplu, care să poată fi prezentat în întregime în cadrul spațiu- 
lui limitat de care dispunem. Se dă, deci, următoarea problemă de pro- 
gramare liniară : 

să se găsească maximul funcției 


Е = 60 x, + 60 х, + 90 2, + 90 x, 


în cazul restricțiilor : 


а + Xat ха + X, < 15 
7x1 + 5х, + 3x, + 2x, < 1 
< 


За + 5x, + 10x, + 15x, < 1 


> 0 (¿= 1, 2, 3, 4). 


cu respectarea condițiilor de nenegativitate %; 
lul acestei probleme 


Introducînd variabilele de ecart xs, xs Si Xç, mode 
este: 


Е--60 x,+ 60 x,4-90 хз 1-90 x,4-0: аа ен n 
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х, + м. + № X4 + Xs = 15 


7% 9 9x, + За + 2x4, + "t =] ` 22229 (6--43) 
Зх, + 5x, + 10x; + 1944 + x, = | а г: 
x > O (= 1, 2 Sas, 7). (6—44) 


Sistemul de ecuaţii (6—43), reprezentînd restricțiile, poate fi scris 
vectorial în forma : 


(17) (г) (3) (4) (5) (6) (7) 


0 soluție de bază evidentă este : 
XD = x = 0 = a = 0, x!) = 15, sP = 1 si af = 1, 


pentru care funcţia obiectiv (6—42) ia. valoarea Fü) — 0. Notăm această 
primă soluție, din prima: iterafie, cu (1) plasat ca exponent. 

Alegind solufia inițială de mai sus, inseamná cá am format baza din 
coloanele (5), (6 ) şi (7); ca urmare, plecind de la (6— 45), abs o= nd 
se pot scrie, în cazul acestui exemplu, sub forma: 


A с A; 


11 1 1 100: 
75 3 2=0 1 0). 
35 10 15 Жк 


(7) (2) (3) (4 (8) (0) (7 


pentru care и = 4, m = 3 si, evident, п Ж т 
valorile coeficienţilor xj (£= 1, 2, 3 si j= 


1, 2, 

Жы X sa X53 X54 1 1 1 1l 

Ха Ха Ха Яа|-(|7-5. 3. 217 [x] 
Xn X42 е X18 Ата 3 5 10 15 


Putem calcula acum, folosind formula (6—38), 
3, 4) ale funcţiei obiectiv (6—42) : 


[F, F, F, Ра] = [es ce c]: [xj] = Ю 0 0 0] 


Xer Хва Xes 564 


X51 X5 № X54 
5 
Ха А Хз Y 


ici rezultá imediat 


„De ai 
8, 4): 


г” 


valorile F; (j = 1; 2, 
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deoarece c, = сз = с, = 0. Cu aceste valori putem calcula valorile c; — 
— Е, (1 1, 2, 8, 4): i 

с, Е, = 60 — 0 = 60, 

€, — Е» = 60 — 0 = 60, 

сз — T, = 90 — 0 = 90, 

са — F, = 90 — 0 = 90. 

Urmează să trecem la о nouă bazá; pentru aceasta, analizind valorile 

с — F; (j = 1, 2, 3, 4) de mai sus, rezultá cá trebuie sá alegem intre 
intrarea în noua bază a coloanelor (2) sau (4) pentru care avem aceeași 
valoare (90), cea mai mare din cele de mai sus. Să presupunem, mai întîi, 
că introducem în noua bază vectorul А; si pentru a vedea ce coloană va 
párási baza trebuie să calculám raporturile xf) [xis : 02 


паша 


1) : 
АЙ _ 15 ap o ( 
— ==: — = 15, Q جح‎ ed ȘI аш » 
Я 53 1 “ез 3 А ETE 10 


* (1) 1 = I м ` | z “ 
Deoarece min х; [xis = x |x", urmează că trebuie să scoatem din bază 


1 
vectorul А,. Sá considerăm, în continuare, cã am fi ales coloana (4) ; rezultă 
pentru acest caz: | | | 


41) (ar ros 

4 15 4 1 На 1 : 
t = — шш” 5, ا‎ — = 0,5 51 L = — = 0,066 
Asa l За: 2 Ха 15. 


și deoarece min xU |x; = xf ж, reiese că şi în acest caz trebuie să scoatem 
1 
din bază tot ре А,. Atunci, pentru a putea alege între coloanele (3) şi (4), 
vom aplica formula (6—40), айс: 
FO = Е! + $c; — F;), 

unde, în acest caz, c; — F; = 90 şi FU = 0; va trebui, deci, să alegem 
acel 0, = min x,[x; — în cazul nostru 1/10, -репіти coloana (3) sau 1/15 
pentru coloana (4) — care face ca valoarea. funcţiei obiectiv să crească 
cel mai mult. Prin urmare, vom alege cel mai mare 6,, adică 1/10, pentru 
care ЕФ = 0 + 5 .90=9, deci creste cel mai mult. Rezultá cá in 


noua bază va intra Ау, pentru care Е creşte de la valoarea zero (corespun- 


zător bazei inițiale) la valoarea 9. . 
Introducînd vectorul Аз în bază, în locul vectorului 


ХО) este :* 


A,, noua soluţie 


х2 = 0 ЖО = 0 
, 3 
2 1 (2 
ху! = 0, = то: х? = 0, 


1 1 149 
xD = x — 0, Xss = Бато pu oed 
TN ] ) 5:7 Š (2) 

1 = 3 == 
ufo a — 9, xu —1—1. s= Z s a0 


* Fiind vorba de a doua soluţie, din iterajia doi, о notăm cu (2) раса са exponent. 
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care verifică sistemul dat (6—43) sau (6— 45), adică: 


0 

0 
11 1 1100 1/10 15 
7522014, ЕН 
3 5 10 15 0 0 1 149/10 1 
поввево | то 


şi face ca funcția obiectiv să aibă valoarea Е® = 60 - 0 + 60 - 0+90 - 1/104- 
+ 90:0 + 0: 149/10 + 0. 7/10 + 0: 0 = 9. 

Reluám calculul, deci efectuám a doua iterafie, în care baza are indicii 
(5), (6), (3); ea se obține din baza precedentă, prin înlocuirea coloanei (7) 
cu (3). 

“Astfel, aplicînd din nou relaţiile (6—37), vom obține: 


A; A, 


1 1 0 1 1 O 1 Ха Xs Хв Хы | 
7 5 0 2 = 0 1 3 ” Ха “бо “е? X64 (6—46) 
3 5 1 15 0 0 10] 15. Ха Ху Хи 
(7) ( (7) (4) (5) (6) (3) 
si inversind matricea a doua obfinem: 
X51 X52 X57 Ха 1 0 — 1/10 1 1 0 1 
Ха X62 Xç X64 = 0 1 — 3/10 ° 7 5 0 2 = 
Ха Jap Wer Nyt 00 1/10] |8 5 1 
7/]10 5/10 — 1/10 — 5/10 
61/10 35/10 — 3/10 — 25/10 | = [xj]. 
3/10 5/10 110 15/10 
Calculăm apoi, valorile funcției obiectiv Е; (j = 1, 2, 7, 4), adică! 
[Fı Е, F, F4] = [сь Св сз | е [xij] = [27 45 9 135], 
cu care determinăm valorile с; — F; Я anume: 
а — F, = 60 — 27 = 33, 
с. — F, = 60 — 45 = 15, 
Су — F, = 0 — 9 === 9, 
c, — F, = 90—135 = — 45, 


de unde rezultă cá in următoarea iterajie vom introduce în bază ре А), 
deoarece c; — Е, este maxim pentru j = 1. Apoi calculám raportul x;/xa ! 


2 2 2 
х0 ano 1 49 _ 149/10 149 > z то _ LM 
за ПО 3 ха 7/10 7 ха 6110 61 
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de unde rezultă cá în iterafia următoare vom scoate din bază vectorul 
A, deoarece x,[x; este minim pentru i = 6 (deci 0, = x |x a = 7/61). 
Noua soluție de bază, cu care vom efectua calculele în iterafia a 
treia, este ХО): 
x? = 0, = 7161, х0 = 0, 


(3) (2) 1 7 з 4 а 
X3 == X3 — 0 x жа ہے‎ < — 9 — = — x = 0, 
01 10 61 10 Gl “* 
(3) 149 7 7 _ 904 


(2 
Xs = xe — 00551 = 


3 : 3 
+? = 0 si 4 = 0, 
pentru care funcjia obiectiv ia valoarea: 


я+т 


904 


во = Y cx = 60.7 +60 .0+90.2 +90 :0+0:0+0- 22 + 
i-1 61 61 61 
780 
о 
sau 
FO = FO + 040 Б) =9 + 7. 33 = 20, 
iar sistemul (6—45) devine: 
7/61 7 
0 
11 1 1100 4/61 15 
75 3 2 0 1 0]. о |=| ıl. 
3 5 10 15 0 0 1] |90461 1 
(7) (2) (3) (4 (5) (6) (7) 0 
0 


Reluám calculul, în cea de a treia iteratie în care baza este formată 
din coloanele (5), (7) şi (3) ale matricei A. Vom obține succesiv : 


A; A, 


0 1 0 1 1 1 1 
150 2=0 7 3. 
0 5 1 15 0 3 10 


(6) (2) (7) 4 600 (9) 


Хе 62 57 6а 1 — 7/61 -4/61 0 10 
—|o 10/61 —3/61|. |1 50 
1 


Xss Хә oa №4 
хів Xia Мл Xa]: (6- 47) 
Xas Xa №37 ©з 


Хы Хе Хит Xa] — 

Xag Хз; 37 "за 0 — 3/61 7/61] 10 5 
| — 7/61 6/61 —4/61 — 13/61 

10/61 35/61 —3/61 —925/61 | = [xç]: 
— 3/61 20/61 7/61 99/61 


— 
— 
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[Fe F, Е, Fi] = [65 G: сз]. [x] = [0 60 90] - [x] = 

— [330/61 3900/61 450/61 7410/61]; 

ce, —F,-— 0-— 330/61 = —330/61, 

сә — F, = 60 — 3900/61 = —240/61, 

€, —F,- 0 — 450/61 = — 450/61, 

c, — F, = 90 — 7410/61 = — 1920/61. 

Deoarece, pentru orice 77 = 6, 2, 7, 4), (c; — Е) < 0 calculul nu 
mai poate fi continuat gi soluţia optimală va fi X = XO, adicá : 
904 


xı = Ž = 0,1148; x, = 0; ху = = = 0,0656; 4,—0; ж, = = = 148197; 


x =0 şi x, — 0, pentru care funcţia obiectiv are max F =F 9 — 780/61 = 12,79. 
Ех. 6-8. Să se găsească, prin metoda simplex, minimul funcției 
Е = 15x, + 33x, cu restricțiile: 
3x, + 2x, > 6, 
6x,4- xg > 6, 
X. > 1, 


şi respectarea condiţiilor de nenegativitate x; > 0 (7 = 42). 
Modelul acestei probleme, cu variabilele de ecart, este următorul : 
Е = 15x, + 33x, +0. xg +0- м. +0. ль = min 
3x, + 2х. — Xa = 6 
бх; + Хә — Xa шш 6 
Хо > X5 = 1 


x; > 0 j=1,2, ..., 5 
În acest caz: 
т = 3 ecuaţii şi n = 2 variabile; 
8 2 —1 0 1 Г 
6 1 0 —1 0|, care are n, = m + n = 5 coloane; 
0 1 0 0 —1 
(00 9 (9 0 


А = 


Жу 

6 Xs 
ZIEL Жа 
| 1 Xa 
| 4 


Alegem, în mod arbitrar, o soluție de bază inițială; de exemplu : 


xU) = 2/3, al) за, х0) — 0, х0) =0 si хо -- 1, 


pentru care funcția obiectiv ia valoarea Fii) = 76. 


38 


CE Scanned with OKEN Scanner 


Aceasta înseamnă că baza А; este formată din coloanele (7), (2) 
я (5) ale matricei A şi se va as scrie : 


d a 
Xs 5 1/9 —2/9 
|= : E --2/8 1/9 — [xy]; 
Xss "le 1 —2/3 1/3 
| 19 —2/9 
[Fg Fa] = [eı ca <s] ° [xy] = [15 33 0]. | —2/3 18| = [— 61/8 23/3]; 
—2/3 1⁄3 
^ — F, — 0 — (—61/8) — 61/8, 
а.— Kd 0 — 23/3 = —2313. 
Deoarece min Е — F;) = — 23/3 pentru 3 = 4, vom introdacé in 


2 
urmátoarea bazá coloana (4) аш А. Pentru а vedea ce coloaná va párási 
baza, calculám rapoartele 6; = (0/2, : 


deoarece min {(0; > 0)} —3 pentru $ = 5, din bază vom scoate coloana 


(5), pe care o vom înlocui cu (4). 
Noua soluție de bază, în ЦегаМа a doua, va | fi: 


2 2 4 
(2) = y) — 0х -3-3.(- Із 
5 1 Са. 3 9 3 
х0) — х0) — 0 Хед = 1, x = х0 = 0, : 


x = 0, = 3 а x2 = х0 = 0,. 
pentru care funcția obiectiv are valoarea : | 
FO „уо. mp = 15. +38.1 400 4 0-3 + 0-0 = 53, 
ші 
valoare ce se poate determina (pentru verificare!) si prin: 
po = FU + Olca — Fa) = 76 + 3 (o — | = 53 


Urmează cea de а doua ШегаНе: 


А! А, 
Б „1-а 
X13 X15 3 2 0 -1 0 3 3 | 
Ё |= 6 1 =1 | 0 0=| 90—11 = ЕЕ 
Хаз Ха5 01 0 0-1 —2 d 
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1 2 
[Fs Fg] = (а Ca с]. [55] = [15 33 0]. 0.-1|е|-9 — 29]; 
2 3 


б — Fg = 0 — (—5) = 5 si 65 — F = 0 — (—23) = 23. 


Deoarece nu există пісі un (c; — Е) < 0 atunci calculul se oprește 
aici, solufia optimalá fiind: 


x, = 4/3, x, = 1; x, = 0, = g^ x 0, 


pentru care Е = 53 reprezintá minimul cáutat. 

După cum rezultă din acest exemplu, o problemă de minim se rezolvă 
prin metoda simplex în acelaşi mod ca o problemă de maxim, cu deose- 
birile : A | 
— se caută min (c; — F; care trebuie să Не negativ pentru orice 
j sau max (Е; — cj) care trebuie să Не pozitiv pentru orice 7; 

— calculul iterativ încetează atunci cînd nu mai există nici un 
(с; — Е;) < 0 sau nici un (F; — cj) > 0. 


Un algoritm si program de calcul pentru aplicarea metodei simplex 
va fi prezentat în continuare. Mai înainte, precizăm însă cá actual- 
mente există numeroase procedee de utilizare a metodei, simplex: unele au 
rezultat din necesitatea de a face aplicabilă metoda simplex prin calcule 
„manuale? (ca, de exemplu, cunoscutul „procedeu al tabelelor”), altele 
— cele mai multe — au rezultat din necesitatea rezolvării programelor 
cu mari dimensiuni prin folosirea eficientă a sistemelor de calcul automat 
(cu micşorarea timpului-calculator prin reducerea numărului de iterații, 
sau cu micşorarea volumului necesar de memorie operativă). 

Avînd în vedere scopul acestei lucrări, nu ne vom opri asupra metode- 
lor ,manuale", mai ales că aplicarea lor este limitată la programele de 
mici dimensiuni (cel mult cu zece variabile), în timp ce în practică, 
adesea, programele au astfel de dimensiuni (zeci şi sute de variabile) 
încît rezolvarea lor nu se poate face decît prin utilizarea sistemelor de 
calcul automat. De altfel, dezvoltarea pe care o are în prezent optimi- 
zarea prin programare matematică se, datoreşte în principal tehnicilor de 
calcul automat. | 

Pentru calculul automat au fost puşi la punct numerosi algoritmi, 
majoritatea fiind de fapt variante ale metodei simplex ca: metoda pivotă- 
ті, metoda descompunerii (Dantzig-Wolfe), metoda Kontorovici, metoda 
gradientului si multe altele. Nici asupra acestor metode, și așa destul 
de diverse, nu vom insista, deoarece majoritatea sistemelor de calcul 
automat dispun de pachete de programe specifice pentru optimizări prin 
programe liniare, simplu de folosit de către orice utilizator, prin proce- 
duri pe care le vom prezenta іп detaliu la finele acestui capitol. 

Pentru a permite însă cititorului să înțeleagă cît mai bine principiul 
metodei simplex (element esențial pentru oricare utilizator ce are de formu- 
lat o problemá de programare liniară şi care dorește să folosească corect 
un pachet de programe pentru optimizări), vom prezenta în continuare — 
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cu titlu de exerciţiu — un algoritm simplex și programul sursă FORTRAN 
aferent. 

Algoritmul respectă întocmai metoda simplex prezentată anterior şi 
se referă numai la programele cu maximizarea funcției obiectiv. Evident, 
prin citeva simple modificări, el poate fi adaptat — chiar de către cititor, 
ca exercițiu — și pentru problemele de minim; singurele modificări sint: 
la transformarea bazei se introduce acea coloană 7 din matricea А pen- 
tru care (c; — F;) < 0 să fie cea mai mare posibilă în valoare absolută, 
iar în loc să se caute min F se va determina max (—F). 

Acest algoritm este prezentat, prin termenii specifici prelucrárii date- 
lor, in schema de calcul din figura 6.2. 

Datele problemei (datele de ,jintrare") sint urmátoarele: numárul de 
restricţii (т); numărul de variabile (n); matricea A, formată din coeficien- 
на, (i = 1, 2, ..., n;j = 1, 2, ..., m + n)ai sistemului de m ecuații 
cun, =m +n necunoscute, obținut prin completarea restricțiilor cu cele 
m variabile de ecart Хъл (£ = 1, 2, ..., т); matricea B, formatá din 
termenii liberi b; (¿= 1, 2, ..., т) ai restricţiilor; matricea linie” C, 
formată din coeficienții с; (j = 1, 2, ..., n.) ai funcţiei obiectiv, din care 
cei corespunzători variabilelor de ecart sint nuli (сь: = 0, i = 1,2, ... m); 
valorile atribuite inițial elementelor soluţiei de bază, notate (pentru o 
mai directă corespondență cu numele de variabile utilizate în programul 
FORTRAN aferent) cu sb; (j = 1, 2, ..., ne); indicii coloanelor din 
matricea А care se introduc inițial în baza А, notafi cu ib; (2 = 
= 1, 2, ..., m) Я indicii coloanelor matricei A care nu se introduc in 
baza А; şi formează matricea A; (v. relația 6—37 şi, spre exemplificare, 
relația 6—45), notafi în schema din figura 6.2, cu inb, (k = 1, 2, ..., n). 

În legătură cu aceste date de „intrare”, singura dificultate (mai evi- 
dentă în cazul problemelor cu valori, m, n > 6) constă în alegerea inițială 


a soluției de bază 56; şi — implicit — а sirurilor ib; si 916 (2 = 1,2,... 
ит; J= l, 2, +. n; k= 1, 2, ..., п), asupra căreia vom. insita 
puţin. | | 


Soluţia inifiald de bază poate Я aleasă prin diferite procedee; cel pe care îl prezentăm 
este cunoscut sub denumirea de „metoda celor două faze” [17], deoarece se realizează prin 
două etape (,faze") de calcul. : 
| Dacă ne referim la următorul model (mai general) al unei probleme de programare liniară 
şi anume: x 


п 


> уа zj = Ы, íe N, 
j= 
" 
ss; > bi, ie N, 
ігі (1) 
" 
,aij*j < bi, ie № 
1=1 
xj > 0, je(1,2, ..., n) 
п 
F = > суху = max cu b; > 0, із-1,2,...., т, (2) 


ј=1 
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atunci sistemul de restricții (1) poate fi scris, prin introducerea variabilelor de ecárt же şi 
a unor variabile artificiale 2%, sub forma: IS, 


п 
2 ajj j x? = b, зем, 
j=1 
п 
25 Je e a ; 
aij Xj — Xi + 4; = bi, tE N, 
3-1 


№ | (3) 
у уш] zj + же и, Зам, 


4j20, 7е0,2,...; n} 
z > 0, ie N, UN; х > 0, ¿e N, U М, 


Poliedrul Ра definit de sistemul (3) are, evident, un vîrf admisibil : 


x“ = b;, ie М, U Na, 


% 


е о 
. Ai = 0, 1S Ns, 


4 =, ie Ny 
zj = 0, j= 1,2, ..., n. 


poate constitui o soluţie de bază inițială (cu care să începem calculul). Cu aceasta, rezol- 
varea problemei (1), (2) se poate realiza prin două faze distincte. 


Faza 1, în care se rezolvă problema e = 2 x; = min, in condiţiile (3). Pentru 
Te NUN 3 

aceasta, se aplică algoritmul simplex pînă se ajunge in una din următoarele situații: 

situația Та în care e = 0 Я nici o variabilă artificială nu face parte din bază (un virf 
al lui Ра este un vîrf al poliedrului inițial P). De aici se trece la faza 2, situaţia да; 

situația 1b în care e = 0 însă o variabilă artificială face parte din bază (virful lui P, 
este un vîrf al lui P). De aici se trece la faza 2, situația 2b; 

situația Tc în care тіп e > 0, adică poliedrul P este vid (ceea ce înseamnă că restricţiile 
sînt contradictorii). 

Faza 2. Se reia funcţia obiectiv Е din (2), existind (în funcţie de situaţiile fazei pre- 
cedente) două posibilităţi de efectuare a calculului : 

situația Za, atunci cînd am ajuns în 7a, pentru care se aplică algoritmul simplex polie- 
drului inițial P şi funcţiei obiectiv F (pînă la maximizarea ei); 

situația 2b, atunci cînd am ajuns in 7b, pentru care se aplică algoritmul simplex polie- 
drului P, (restrins la muchiile lui, care conservă valoarea nulă a lui e). Dacă am găsit un 
virf al lui PA se caută, mai întîi, toate muchiile care nu măresc pe e gi — dintre ele — se 
alege aceea care mărește pe Е. Astfel vîrful optim va aparține şi lui P. 


În cazul schemei din figura 6.2, dacă s-a ales iniţial o soluţie de bază 
admisibilă, problema de programare liniară se rezolvă iterativ („сошоп!- 
zarea” iterațiilor se face cu ajutorul variabilei ni, cărei inițial i se atribuie 
valoarea zero), în fiecare iterafie efectuindu-se următoarele operaţii : 

— constituirea matricelor А; (cu coloanele 70, ¿= 1, 2, ..., т, din 
А) şi A; (си coloanele inb, k = 1, 2, ..., и, din A), operaţii reprezentate 
in figura 6.2 prin porțiunea de schemă de la a la 5; 

— inversarea matricei A, şi efectuarea produsului matricelor Aș! - Aj, 
din care rezultă matricea X, cu elementele 24 ав 2 ami 
= 1, 2, ..., п), reprezentate prin porțiunea de schemă c — d; 
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CITESTE 
a, (=1, m: /=1п,) 
b (ilm): с (у= 11) 

Sb; (ер) 
ib; [;=1, m); inb, (6-1,0) 


RU 

©... 
и 
< 


Q 

S ж 
Г Ц 

A >= 

ж. 


OQ 


Е; 
CSS 


> 
" 
= 
N 

en 


ч 
" 
— 


A 


% 


Fig. 6.2 
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‚ — determinarea valorilor F;, j — 1, 2, ..., и, definite de (6—38 
prin efectuarea produsului matriceal dintre vectorul linie [c,]k = T 
jb, ..., 10, Я matricea А (v. porțiunea de schemă e f din fig 6.2) n 
. — calculul valorilor d; = c; — Е, cu determinarea maximului d, 
şi a poziţiei acestui maxim în şirul d;, prin indicele notat cu mase — h). 
Dacă nu există nici o valoare d; > 0 (deci dacă Amas < O), atunci calculul 


Fig. 6.2 
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[= 6 тіп 


p inbjmax 


NU 


Fig. 6.2 


DA 
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алые 


iterativ іа sfîrşit şi valorile pe care le au acum 50; constituie soluția opti- 
mală, cu care se determină Fo = тах F(i + j); 

— dacă există un d; > 0 (care poate fi chiar уд), atunci calculul 
iterativ continuă cu determinarea valorilor 0,, 0, = min 0; şi a poziţiei 
(imin) a lui 0, în şirul 0; (80; | : 

— determinarea noilor valori ale elementelor soluției de bază: 
знн) --0, ЗШ к= sb sb shr == sS) — 009 ° др, pentru k=1, 
2, Ше? însă P $ bp restul elementelor rămînînd si in iterafia ni 1 
cu valorile pe care le-au avut in Шегайа precedentă mi, adică Има — 
sb" pentru indicii j diferiţi de cei de mai sus (m — s); | 

— determinarea coloanei care intră în noua bază, ce va fi utilizată 
ES 272% sy zn) — sun) a ЖЕ : ; и 
în iteratia ni + 1, adică ям = înbjmaz, ŞI a coloanei care iese din bază 
inb. = ib (operatorul o din schema reprezentată în figura 6.2); 

— dacă numărul de iterații pi nu depășește numărul de matrice А, 
care se pot forma din А prin combinarea- celor и, coloane luate câte +, 
adică dacă ni < и, = С», , se trece la о nouă iterafie (ni + 1). Dacá 
mi > и, calculul este oprit (porțiunea р = да schemei din figura 6.2). 

Ín lista 6.1 este prezentat programul sursá redactat in FORTRAN 
care realizeazá intocmai algoritmul redat prin schema din figura 6.2. Acest 
program, care are mai mult un interes didactic, confine si toate comentariile 
necesare pentru înțelegerea și utilizarea lui. Numele de variabile şi expresiile 
respectă întru totul notafiile si felul de scriere al relațiilor Яш schema de 
calcul (fig. 6.2). Instrucţiunea DATA de la linia 80 determină formatul 
variabil FW pentru scrierea matricelor А si B ; ea depinde de dimensiunile 
problemei şi trebuie modificată în funcție de aceste dimensiuni (în programul 
reprodus în lista 6.1 această instrucțiune se referă la cazul din Ех. 6— 7). 

Acest program а fost utilizat pentru rezolvarea problemelor din unele 
exemple prezentate pînă acum. Rezultatele obținute, precedate de datele 
problemei și de valorile alese inițial, sînt redate în : lista 6.2 pentru Ex.6 —7, 
lista 6.3 pentru Ex. 6—7 (rezolvat si prin Ex. 6—6) şi lista 6—4, cazul c. 


Programe duale. Programele : 


"n 
Е = dci Z; = ax _ 
2 = , 


n w (6—48) 
ара < b, i= 1,2,,.-т 
2- . 
pe de о parte și. 
E == 255, 9; рй. 
| (6—49) 


254 >с, j= 1,2, n 


de ia parte, sint denumite programe duale. Ele au următoarele pro- 
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а 


э эз эз ^115 ээ э ЗО ъъъзъзоеотзоъзетътпсъттъзтопоототтъътто эъ э з бээ сэ э у э сусу су су ۹ у сусу 


$4050101 29/05/5 12,30,15 


LISTA 64,1 | sm. j 
О ТА ААА ААА EEEE EEEE E 
a PROGRAM FORTRAN РЕНТА REynI VAREA PRORLEMFLOR DE PROGRAMARE œ- 
a LINIARA CU CEL MULT 20 DE vARIAR!ILF $T MAYTMIZAREA FUNCTIEI e 
> ORIECTIV e MFTODa GENFRALA *IMPIEX  (rRITFRIUL LUI DANTZIG) >œ 


очей 0... uaqta... a. frate ORARE о аад Д За 


PARAMETRII DE INTRARE SINT; 

M = NUMARUL OE RESTRICTIII 
N = NUMARUL ОЕ VARIAnR*LE! | ! 
ACI,J) = ELEMENTELE Маттест А (COEFICIENTII SISTEMULUI DE RESTRICTII); 
BCI) = ELEMENTELE MATRIrFET В (TFRMENII | TBERI AI RESTRICTIILOR); 
ce) = ELEVENTELE MATRInre? C (CDOFFICIENT!I FUNCTIEI ОВТЕСТТУ) у 
Sa(J) = ELEMENTELE 501 ИТтет DE ВАТА (ALFSF INITIAL) >- 
IRCI) = INDICII COLOANELAo DIN MATRICEA a CARE INTRA IN BAZAJ 
INR(K) = INDICII COLOanEl ^o MATRICET a САРЕ NU INTRA IN ‘BAZAJ 
INDICII DE МАТ SUS POT LUa URMATOARELE МАСОВІ: » 

I DE LA 1 LA M CU pASUL 1, 

J DE L^ 1 LA м+м Сп PASUI 1, 

К DE LA 1 LA N СИ PASUL 4, "wet (GRE 
VALORILE ACESTOR PARAMETRt SE INTRODUC PRIN 7 TIPURI DE CARTELE tu 
URMATOAREA MACHETA: 244 d 


CARTELA PARAMETRIIL COLOANELE :  : FORMATUL 
PRIMA (TIPUL 1): X 4 sI 2 г Втр: XX 0s 
| N $ $14 o EY! хх 
URMATOARELE А(ї,.)) 1 1А 8 ë 
CEL MULT 40 (CITE 10 VALORI ` САР А XXXX,XXX 
(TIPUL 2) PE FIECARE PCARTELA) 7$ 14 80 ` 
-COFFICIENTII RESTRICTITLOm 8(171) SE PERFOREAZA COLOANA DUPA COLOANA- 
URMATOARELE B(1) 1 ЦА 8 
CEL MULT 2 (CITE 40 VALORI E i e ' XXXX XXX 
(TIPUL 3) PE FIECARE CaRTELA) 73 | A ^80 : 
URMATOARELE cO) 1 ЦА 8 Ae 
CEL MULT 2 (CITE 40 VALORI ТР -> ХХХХ XXX 
(T1PUL 4) РЕ FIECARE CARTELA) 73 ТА 80 NE 
URMATOARELE $B(J) 4 LÀ B ` ` 5 
CEL MULT 2. . (CITE 40 VALORI oo lelene oS XXXLXXXX 
(TIPUL 5) PE FIECARE CARTELA) ` 73 ТА 89 
PENULTIMA (TIP -6): 18(1) 1-2, 3-5,... м XX 
ULTIMA (TIP 7): INB(K) 1-2, 3-4, чо. XX 


PARAMETRII VE IESIRE SINTI m 
ро , = VALOSREA MAXIMA A FUNCTIEI OBI | : ——— 
Sn (J2 -.VALORILE SOLUTTET nF BAZA DUPA ULTIMA ITERATIE PENTRU CARE 


FUNCTIA паТЕГТТУ Аре Ман ОЛАРА MAYTMA 7 SOLUTIA OPTIMALA? 


NT = NUMARUL ^F TTERATt** 


URMATOARELE VARIABILE DIN PROGRAM SINT UTILIZATE CA PARAMETRI 


JNTERMEDTARI (bF CAI CUL)» 


NC = NUMARUL DE COLOANE AL MATRICEI А) ‚ i 
NS = NUMARUI МЕ SALUTrT Al PRORLFMEI (DETERMINAT PRIN COMBI 
NARI Dr Nf ТИАТЕ CITF M)! . 
- A ( 23721 
AI - TAPLOUI MATRICE? ''BAZA'' =V, EXPRESIA (Ó PRESTA (6-31 


AJ = TARLOUI POMPIEMFNT'ILIIT RAZET АТ tN 
АТМ = MATRICEA TNVERSA А ВАТ7ЕТ AI! 
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МАТАТСЕА PRONUSIILUI MATRICELOR AIMT SI aJi 


m = VALORI DETERMINATE CONFORM EXPRESIEI (6-58)! 

DCJ) = DIFERENTELE r(JY-rCJ): 

DMAX = VALOARKA МАХТМА a DIFERENTELOR b(J)) 

JMAX e INDICELE УАТ АТТ MAXIME a DYFERFNTELOR 0(J)? 

TETA(I) = RAPOARTELE Sa (X) /XCT , МАХ) 7 

ТЕТАО - VALOAREA MINIMA в RAPOARTELOR TETACIDI 

IMIN = INDICEIE УАТ ПАТ? MTNTMF а RAPOARTELOR ТЕТАСТ)у 

Ic e VARIABTLA PENTRI! rOMIITARFA ИМОЯ VALORI INTRE SIRURILE 


18 SI TNB. 


ALOCAREA MEMORIEI! 
DIMENSION A(20+20)eB(20),C(20),5B(20),IB(207,INB(20),F(20),Fu(6) 


COMMON M,N/MATRT/A1M4(20.22) /Iuv/ATU2R. 209:LER/PROD/AJ(20,20),X(20 
4,20) /МАХ/О(20),Омах, JMaX/usN/TRTA(C20) "ТЕТАП,ТЫТН 
INTRODUCEREA DATELOR: 
DATA LC,IM/105,108/ 
DATA ЕН/0Н(5(0,6нХ,ҒЕ8,0Н5,5)),4Н / 
READ (LC ,50)M N 
NreM®N 
RFAD (LC4,51) CCACI J) ТЕ, M) 914, NC) 
RFAD (LC,54) (а(т),їк1 M) 
READ (LC,5S4) (C(J),J=4 INC) 
READ (LG 52) (5801), ЈЕ, НС) 
READ (16,53) (ТВ(Т),„Ти4, М) 
ЯРАО (LC 53) (1МАСК), кж1, му 
LISTAREA VALORILOR T*NTRODISETr 
WRITE (1М, 80) 
WRITE СІМ, рЫ) CCACI, J), ЈНС), в СТ), I31, M) 
WRITE СІМ, А4) (Сел) „Ја, неч 
WRITE СІМ, д2) (5а()Ј) , Јш1, не) 
WRITE (1М, 63) Сір (1),1к1,У3 
WRITE (1М,84) CINB(KO,K81,N) 
CALCIILE 51 DETERMINARI PRELIMINARE 
CALL COMBIN(M,NCT7NS) 
NIzÓ 
ALCATUIREA MATRICELOR AI SI AJ1 
4 ро 2 .J£1,M 
Krl1B(J) 
Do 2 ТЕТ, M 
2 АТ(1»125А(1,к) 
ра 3 J1,N 
KEINB(J) 
00 3 1=17,М 


3 АУ (То J2EACI,K) 
INVERSAREA MATRTCEI AI PRIN UTILIZAREA SUBRUTINEI 'INVERS* PENTRU CARE 


PARAMETRUL JER SEMNALFAZA паСд АТ FSTE NESTNGULARA (PRIN VALOAREA TER20) 
SAU DACA ESTE SINGULARA (PasN Val OAREA 1Ейс.1)! DACA IERS-.1 SOLUTIA PRN 
*LFMEI NU ESTE POCTAILA: MavRICFA АТМ1 ESTF INVERSA BAZEI AI: 

CALL INVERS | 

IF(IER,EQ,-1) GO TO 12 

IFC(IER,EQ,0) GO TO 4 

WRITE (1M,a8) 


60 TO 14 : 
EFECTUAREA PRODUSULUI MATRICELOR AIM1 CU AJ PRIN UTILIZAREA SUBRUTINE? 


'PRODMA', MATRICEa X ESTE ppnhUsHL АТМ CU aJ: 
& Call PRODMA 
DETERMINAREA VALORI ОМАХ) 

ба 5 151,8 

F(J)20, 

DA S 1х1,М 

К=18 (1) 


48 


457 
1<8 
159 


147 
148 
149 
170 
474 
472 
47% 
4174 
175 
176 
177 
178 
479 
120 
121 
182 
123 
474 
185 
126 
127 
188 


Е) Е>ЕС У) ес СКО ЯК (КТ, J) 
on 6 451,М 
KzINB(CJ) 
6 0C(J)2C(OO ЕС) 
CALL MAXIM 
VERIFICAREA POSIBILITATII DE CRESTERE A FUNCTIEI OBIECTIVI 
ТЕСОМАХ) 11,10,7 
CONTINUAREA CALCULULUT ТТЕКАТТУ 
APLICAREA CRITERIIILUI !'DANTZIG!!|] 
7 on 8 1=1.М 
ката (1) 
IFOXCIJMAX2) 18,28,18 
28 TrTACT2z9999979, 
ба TO 8 
18 ТЕТА(Т) =5В (К) /Х(т, МАХ)? 
& CONTINUE 
CALL MINIM 
DETERMINAREA UNEI NOI SOLUTII DE RAZA? 
I21NB(JMAX) 
JEIB(IMIN) 
Sn(J)zSB(I) 
ба (Т) -ТЕТА() 
00 9 КЕТ,М 
IF(IB(KXO,EQ,J? GO TO 9 
LethB (к) 
ба (1) #5ВС() = ТЕТАОеХ(К, JMAX) 
9 CANTINUE Е 
DETERMINAREA INDICILOR CARE INTRA/IES IN/DIN NOUA BAZA: 
ІС-ІВ(ІМІМ) 
Тя (ТМТН ) ЕТИВ СУМАХ) 
ТМА (УМАХ) #1 С 
TRECEREA LA EXECUTAREA ОМЕТ NOI INTERATII: 
ІР(МІ!СбЕ,М6) GO rO 13 
NTzNI.«1 
co TO 1 
EXTRAGEREA REZULTATELOR: 
40 Fnz=c€(4)*SB(4) 
DO 11 Ј=2, мс А 
411 ро=Е0+С(Ј) 5867) 5% 
МӘТТЕ (1М,45) МТ, РО, (У, ЗВ САУ. =, NC) 
бо TO 14 
12 WRITE (1М,86) NI 
ва TO 14 
43 WRITE (IM,87) МТ 
4, STOP 
FORMATE DE INTRODUCERE А ОАТЕ! ОВ: · 
сп FORMAT(212) 
51 РОЕМАТСТОРГА, 3? 
62 РОВМАТСЧОРЯ , 4? p 
5% FORMAT(201?) 
РОВМАТЕ DE EXTRAGERE А REZULTATELORt 
RO raRHATÉ'T' 720X, 'nATELF РЕпа! ЕМЕТ SINT URMATUARELE:*//*0* , 5X, МАТАТ 
Аска COEFICTENTTLOR NIM SISTEMUL ОЕ RESTRIeTII COMPLETAT CU VARIABT: 
2LFLE DE ECART'/* 7,47Ү, ‘(ре ULTIMA COLOANA SINT TFRMENII LIBERI)!) 
81 FARMATC('O',5Y,'VA&LORTI F ГМЕРТСТЕМТТЬОЯ DTN FUNCTIA OBIECTIV CIN OR 
4DINEA NATURALA A TNDTPYLORnvVt'/* t.A0(sSX,FR13)) к 
82 FORMAT('O',SX," VALORTI E М eSF TNTTTAL PENTRU ELEMENTELE SOLUTIEI © 
4E RAZA (IN ORDINEA NATURAL“ A THhTCTLORD 1! /* 5,10(5Х.Ғ8,4909 
$3 ҒОйМАТ(”07,5Х, "СПЕРТСТЕМТТТ ГОГ ПАМЕГОЯ DIN MATRICEA А INTRODUSE IN) 
4ITIAL IN 84241'/* ',20n(3y 720) 


w 


280 ҒАОВМАТ(407,5Ұ, "СПЕРТГТЕНКТТТ rOLOANELOR DIN MATRICEA А CARE INITIAL 


4 NU INTRA TN BAZAs/f/! *',2ne3X,12)Y А 
45 FoRMATU'1',15X, 'RFZULTATEIE FINALF, DUPA*,4X,I2,* ITERATII, SINT U. 
ААМАТОВВЕСЕ: РИ, '144Y757C1u22/'0*,10X, * VAIAAREA MAXIMA А FUNCTIEI 0: 


4 — Aplicaţii inginerești ale calculatoarelor — vol. П. 49 
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189 2BIECTIVI' 2X, F8,2//!9* , 15Х, "ВОЦИТТА OPTIMALA'/* *,1,X,18C1H-2/*0!, ` 
190 $46X4^!XC* , 12, "кс , FB, 40) 
191 86 FORMAT(AT SX, PROBLEMA HU ARE SOLUTIE, DEOARECE LÀ ITERATIA *,12, 
492 4' MATRICEA BAZEI ESTE SINRULARA! STOP?) 
193 87 FORHAT( 1°’ SY, ‘PROBLEMA Ni! POATE FT REZOLVATA ІН”,1Х, 13, X, "ITERAT 
194 111! STOP) 
165 83 FORMATC'1*, 40X, *HATRICEA BAZEI AI NU ESTE CORECT ALCATUITA, STOP!) 
196 END 
2 Е PROCEDURA EXTERNA PENTRU INVERSAREA MATRICELOR 
3 SUBROUTINE INVERS 
4 COMMON MeN/MATRI/AIMTC20,202/INV/AI(C20:20), IER ` 
5 EPS. 0000001 
6 DO 3 t1#1 M 
7 ба 5 JF M 
8 1r£(174) 2,1,2 
9 1 A1M41C14J2u4, 
40 Go TO 3 
41 2 А1М4(1.424,0 
42 $ CONTINUE 
45 bFLz1. 
44 bo 14 Ка1,М 
45 ТЕ (Кем) 4, 9.9 
46 4 ІМАХЕК 
47 АМАХЕАВУ САТ (К.К?) 
48 КР1=К+ 1 
49 bo é IEKP1,M 
»0 IF (АМАХ=АВЕСАТСТ, К))) 5,6,6 
21 S IMAXE? 
22 AMAXEABSCATCIoK2) 
?3 6 CONTINUE 
2% Ir(1MAXeK) 7,9,7 
?5 7 bo 8 JET,M 
26 AYTMPmAICIMAX e J) 
27 АТСТМАХ, Ј) кд? CK, J) 
28 Ат (Ко) ЗЗАТТМР 
29 АТМ ТжАТМА (IMAK, J) 
*0 АТМ (ТМАХ, J) gAIMA СК, J) 
11 8 АТМ1 СК, JÓRATMTT 
12 DFLu-pEL 
13 9 CONTINUE 
16 IrFCABSCAIC(K,K2) “ЕРЗ) 15,15,10 
55 . 10 DFLEAI(K,K)«DEL 
“6 DfVBAT(K,K) 
*7 ро 11 41,М 
18 АТ СК.) SAT (K,4)2/D0IV 
19 11 ATM1(QK, ) вАТМ1 (К, J2/DIV 
40 pn 44 Із1,М 
41 АТМИГТЕЛАТ (Т.К) 
42 Ie(1=k) 12,14,12 
43 12 00 13 Jx1,M 
46 AICI e =АГСТ, У) AIHULTaAL (Ku) 
43 15 АТМ1 СТ, JISAIMTCI,J)eAIMULT4 AIMTCK, J) 
46 44 CONTINUE 
27 Р ІЕКЕ0 
48 60 ТО 16 
49 15 IFR==4 
xO - 46 RETURN 
51 END 
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: PROCEDURA EXTERNA PENTRU EFECTUAREA PRODUSULUI DINTHE DOUA MATRICE 
SUBRUUTINE PRUDMHA 
COMMON М, МИМАТАТУАІМЯ (20, 20) /РАОРУАЈ (20,20) г Х (20, 20) 
DO 1 151, М 
DO 1 K"1,N 
XCI,K)n0, 
ба 1 J51,M 
1 X(1,K)=gX(I,K)tAIM1(1,J)*AJ(J K) 
RETURN 
END 


1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
41 
4 
2 
3 
" 
5 
6 
7 
8 
9 


PROCEDURA PENTRU DETERMINAREA VALORII MAXIME 51 А PUZITIEI 
ACESTEI VALORI РКТА ИН STR ORDONAT DE NUMERE REALE 
SUBROUTINE MAXIM 
COMMON M,N/MAX/D(C202,DMAX, JMAX 
DMAXED (12 
JMAXS4 
po 2 тиг, НМ 
Ir(pMAX,GE,DCI2) 50 70 1 
DMAXED(I) 
JMAX8I 
60 TO ? 
1 DMAXEDMAX 
JMAXRJMAX 
2 CONTINUE 
RETURN 
END 


а ое 


: PROCEDURA PENTRU DETERMINAREA VALORII MINIME SI A POZITIEI 
С ACESTEI VALOR? INTRUN. STR ORDONA? OF NUMERE REALE 
SUBROUTINE MINIM 
COMMON M,N/MIN/TETA(20) , TETAO,IMIN ` 
ТЕТАОяТЕТА(1) ` 
IMfNU"| 
DO 2 ІҒ2,М 
ІР(ТЕТА0,17, ТЕТА(Т)) 60 То 4 
TRTAORTETACI) 
IMIN9"] 
бо TO 2 
1 TETAOETETAO 
ІМІМЖІМІН 
2 CONTINUE 
RETURN 
: END 


с : | f 
f PROCEDURA PENTRU DETERMINAREA NUMARULUI CO . : 
SUBROUTINE COMBINCH,NC,NS) LUI, COMBINARILOR DE МС LUATE CITE М 
КеМе1 
JPxNC 
бо 4 1%1,К 
1 ЈриЈРе (НС) 
Кри] 
DO 2 1%2,М 
2 КЕКЕ, І 
N$uJP/KF 
RETURN 
END 


AUN 


UN — O +O со чо w 


o A 
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eG 


Ы А. ап 


RUN 
STARTED DATELE PROBLEMEI SINT URMATOARELFI 


MATRICEA COEFICIENTILOR DIN SISTEMUL DE RESTRI(TII COMPLETAT CU VARIABILELE DE ECART 
(Ре ULTIMA COLOANA SINT TERMENI? LrnFRI) 


1.000 1,000 1,000 1.000 1.000 ‚000 ‚000 15,000 

7,000 5,000 3:000 2.000 1000 15000 .000 1:000 

3.000 5. n00 10.000 15.000 „000 7099 1.000 1.000 
VALORILE ГОЕРТСТЕНТУ ОВ pIN FUNCTIA ОАТЕСТТУ CIN ORATNEA NATURALA А INDICILOR); 

60.000 40.100 90,000 907000 „000 „000 „000 


VALORILF ALESE ІМТТІДІ PENTRU ELEMENTELE 501 ИТТЕТ ОЕ BAZA CIN ORDINEA NATURALA A INDICILOR); 
“0000 „0000 0000 A000 15'0000 1.0000 1.0000 


COLOANELOR DIN MATRICEA A INTRADUSF INITIAL IN BAZA:‏ ا 
7 


6 


COEFICIENTII COLOANELOR DIN MATRICEA A CARE INITIAL NU INTRA IN BAZA: 
1 4 : 


2 * 


REZULTATELE FINALE, DUPA 2 ITERATII, SINT URMATOARELE: 


Мы ыда e I e de d LCL 


VALOAREA MAXIMA A FUNCTIEI OBIECTIV: 13179 


SOLUTIA OPTIMALA 


XE 1)= „1148 | 
X( 2)х ‚ 0000 

ХС З) = ‚0656 

ХС 4)= „0000 

ХС 5)= 15,8197 

ХС 63 „0000 

ХС 7)2 ,0000 
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ES 


RUN 


STARTED DATELE PROBLEMEI SINT URMATOARELE! ' 


MATRICEA CÜEFICIENTILOR рім SISTEMUL DE RESTRICTII COMPLETAT CU VARIABILELE DE ECART 


(Ре ULTIMA COLOANA SINT TeRMENTT LrnarRI) 
3.000 5.000 1.000 -000 15.000 
6.00€ 2.000 „000 1.000 26.000 


VALORILE rOEFIrtENTILOR DIN FUNCTIA OgIECTIV (IN ORDINEA NATURALA A INDICILOR); 


200.000 зА ПОС „001 „000 


VALORILE ALESE INITIAL PENTRU ELEMENTELE SOIUTTFI DE BAZA (IN ORDINEA NATURALA A INDICILOR); 


0000 0000 15,0000 24.0000 


COEFICIFNTII COLOANELOR DIN MATRICEA д INTRODUSE INITIAL IN B4Z241 
3 4 

СОЕРІСІЕМТІІ COLOANELOR DIN MATRICEA A CARE INITIAL NU INTRA IN BAZA! 
1 ? 


REZULTATELE FINALE, DUPA 2 ITERATII, SINT URMATOARELEI 


ААА АЛЛА ХАЛАТА АА 


VALOGREA MAXIMA А FUNCTIEI ОаТЕСТТУ | 82«' 600 


SOLUTIA OPTIMALA 


ХС 1)= 3,7500 
X( 2)= „7500 
XC 3)= „0006 
XC 4)- „0010 


ТОР» 
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ь 4 


< 


DATELE PRUPLEMZI SINT URMATOARELE: 


MATHICEA COEFACIENTILOR DAN SjSTEMUL QE RESTRICTII 


Mp LE 
(FE ULTIMA COLOAN: SINT TERMENII LIBERI) ТАҒ ҚУАН АНЫН а CART 
4,40 


2,000 2,200 5,020 1,500 00 
det i ; ' 1.000 4900 Ууд 900 
ки A en dt er 909 «000 1.000 ‚000 ‚000 НЕ 30% и 4% 
UBL SH 1000 i ‚900 ‚09у «000 1,900 ‚000 "098 ‚409 + 
Eus p NOD Ms e Pes 00 .000 1,000 „оо 1009 4%, 5% 
. M 1 . n ۰ a ' 990 000 
900 ‚000 4000 .000 1.90) „009 1900 "000 * 000 ec 31090 i: Ht 
, 
dia re COEFACIENTILOR DAN FUNCTIA QUIECTIV CIN QRDINGA NATUBALA A 140101108) 
‚000 | 6;100 6,500 7,000 8,000 „00 009 999 
„000 , А 4990 1999 
рес ALEXE pecu PENTRU EV ENENT ELE SOLUTIEI ОБ BACA CAN URDINEA NATURALA А INDICILORI;. = 
„0000 | < 
а 2. Е ' „0000 | 30000 300,9000 | — 70,0000 РАЛИ $g, uug 50,У0у2 


СОЕЕТСТЕНТТ< VULUANELOR рам M TRICEA A INIRUDUSE INITAAL IN BAXAR 
6 7 8 9 19 11 


CULFICIENTII VOLUANELOR рам M TRICEA A CAKE INITIAL NV INTRA iN ВАХА 
1 2 3 4 5 | 5 


REZULYATELE FINALE, DUPA 6 {ТЕКАТЕа, SINT URMATQARELEI 
or oie HO OE O oe Kok o KOK OK ok Ok OC O OK ok ok OK Ok oir ok OKC OH ok OK ok oir ole O O 53 222234424424 ААЙ 


° NALOAREA MAAIMA А FUNCTIrI OBIECTIVI 716,67 


SULUTIA ÜPIAIMALA 


9m = cm = PP — а 9% 52 — ее ес өн е ке е 


XA 12= 70,V0V 
xç 2)= 50,900 
ХС 5)= ‚9009 
xç 922 900 
хх 5)= 8,533 
X ¢ 6) = 4990 
Хе Oe .900 
x« dia ‚9909 
XÇ у) 40,909 
x (10) 30, 909 
Хх(11)к 16,097 


Lista 6.4 
2. to <, 
cto Uu 
n юу д 8 - - 
чеш, т пле бос Уд, 0,44 @'® поо 0 БРЕ е B 
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1° max Е = min G. 
2? Cantităţile de forma (F; — cj) 2 0, utilizate la aplicarea metodei 


simplex, devin in cazul programelor duale.: 

Е, — c, pentru programul (6—48), 

— (С, — b, pentru programul (6—49). 

Pentru a înlesni scrierea 91 explicațiile, vom utiliza următorul mod 
de numerotare al variabilelor : cu indici de la 1 la % pentru variabilele efec- 
tive ale programului (6—48), care vor fi Xij Xa ..., Ха; Cu indici de la z + 
+ 11a n + m pentru variabilele de еса din (6—48), adică x,44, nos ..:, 
Хы, cu indici de la п + 1 lan +m pentru variabilele efective ale progra- 
mului (6—49), care vor fi Узы, Ja -m «o nn si си indici de la 1 la т 
pentru variabilele de ecart din (6—49), adică y, yg, «Due Z: 

Diferentele de mai sus pot fi utilizate pentru obținerea soluțiilor în 
felul următor: Е,-- c, pentru “soluțiile programului (6-49) si G, — b, 
pentru solufiile celuilalt program -(dual), adică (6—48), сева ce — cu nota- 
țiile de mai sus — se poate exprima prin: жа: 

Е — 0, = уһ X 20, #=x+ 1, н +2, ...., Вт; 

": P i (6—50) 

5,- G= 420, = 1, ET 


3? Oricărei probleme de programare liniară (să-i spunem Program 
primar) i se poate ataşa o altă problemă de programare liniară, duală, 
exprimată de un program, dual. Între soluţiile optimale ale celor două pro- 
grame (primar şi dual) existind legătura dată de expresiile (6—50), rezultă 
că rezolvind o problemă de programare liniară am determinat, implicit, 


şi soluția problemei duale. 
De multe ori este mai simplu (ca volum de calcul si memorie operativă) 


să rezolvăm problema duală a problemei date şi, apoi, prin relațiile (6—50) 


să determinăm soluția optimalá a problemei primare. 


Ех. 6—9. Să se scrie programul dual а] problemei din Ex. 6—7 si 
să se determine soluţia sa optimală. 


Programul primar (dat in Ex.16—7) este următorul : 


Е = 60 x, + 60%; + 90x, + 90x, = max . 
z+ № ат x, < 15 
7x, + 5% + 3x5 + 2x, < 1 
За + 5х + 10x, + 1944 < 1 


şi are forma (6—48). Atunci, programul dual de forma (6—49), rezultá 
imediat din tabela : 


X1 № Xa %4 | b, $21,832, 
34111 1 1 1 | 15 
[OWN 2 5 3 2 1 
ys | З 5 10 15 1 
с; |60 60 90 90 j = 1; 2,9,4 
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pe baza cáreia se poate scrie direct programul dual: 


G = 15 у + у + ya = min 
yi + 7у» + Зу» > 60 
у, + 9уа + 59, > 60 
Yı + Зу» + 10уз > 90 
Yı + 2у» + 159, > 90 


După cum se vede, programul primar are m = 3 restricţii Я n = 4 
variabile efective x; iar programul dual are 4 restricţii și 3 variabile efective 


Уз, У», și Уз. 


Ín ceea ce priveste solufia finalá а programului dual, deoarece max Е 
= 780/61 (v. Ex. 6—7), atunci (conform proprietăţii 2° de mai sus) rezul- 
tă cá min С = 780/61, pentru care soluția optimalá se obține aplicind egali- 
«А е (6—50) şi utilizînd tabela 6—5. 

Tabela 6—5 


variabile duale 
variabile primare 


soluția optimală primară 


E, — дь | 0 | 240/61 о | 1920/61 | 0 | 330/61 | 450/61 


adicá : 
Ya = Fra — Ca Fs — cs = 0, 
Ya = Е — Cata = Ев — св = 330/61 si 
Уз Fas — 6,435 = Fa — Ce = 450/61. 


Metode de rezolvare a problemelor de transport 


După cum am mai arătat (v. Ex. 6 —4 si expresiile 6—18, 6—19) 
modelul unei probleme de transport este format din m + n — 1 ecuafii 
liniare cu т. и necunoscute notate cu x; (£= 1,2,....,т,)- 1, 2, 
..., n). Desi modelele (6— 19/1) si (6- 19/2) sînt formate din т + n ecuații, 
numai m + n — 1 sînt distincte deoarece o ecuație (din cele m + # ale 
modelului) se poate obține din celelalte printr-o combinație liniară rezultată 
din faptul cá a, + a, +... + a, = bi + ba + ... би е қ 

Prin urmare, trebuie rezolvat un sistem de m + — 1 ecuaţii algebri- 
ce liniare cu m : n necunoscute, Deoarece numărul ecuațiilor este mat mic 
decît numărul necunoscutelor, problema poate avea mai multe soluții ; 
dintre aceste soluții trebuie aleasă numai aceea care face ca funcţia obiectiv 
să aibă valoarea minimă (soluția optimalá). 
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Rezolvarea problemelor de transport se face, in majoritatea cazurilor, 
prin mai multe etape. Ín general, prima etapá constá in determinarea unei 
soluţii iniţiale; toate etapele următoare (cu excepția ultimei) au două 
faze: 1° verificarea soluţiei determinate în etapa precedentă pentru а se 
constata dacă aceasta este sau nu soluția optimală (dacă да, calculul ia 
sfîrşit şi nu se mai execută cea de a doua fază); 2° îmbunătățirea soluției, 
în vederea executării unei noi etape (atunci cînd soluția s-a dovedit a nu fi 
cea optimală). 


Determinarea soluţiei iniţiale. Orice soluție a problemei transporturi- 
lor, care constă din m + и — 1 valori strict pozitive corespunzătoare varia- 
bilelor ха, se numeşte soluție de bază nedegenerată. Alegerea inițială а 
unei astfel de soluții se poate realiza prin numeroase procedee ; în continua- 
re vom prezenta două din cele mai uzuale. 

1? Procedeul сори nord-vest. Este denumit aga deoarece utilizează 
o reprezentare intuitivă a modelului sub forma unor tabele succesive în 
care întotdeauna se atribuie valori variabilei x; situată în colțul din „stînga- 
sus” (sau ,,nord-vest'") al tabelei. Deoarece ultima valoare се se atribuie 
este pentru necunoscuta х„„ situată în colțul din ,,dreapta-jos" (sau 
„sud-est”) al tabelei, procedeul este denumit şi procedeul „drumului 
nord-vest, sud-est”. 

Astfel, un model de forma (6—19) şi (6—19/2) al unei probleme de 
transport se poate reprezenta si printr-o tabelă de felul tabelei 6—6. 


Tabela 6—6 


Staţii de 


desfacere 
— Cantitatea disponibilă 


în depozite а; 


1 ^11 #13 ... “ің a, 
2 Хе Xag „++ Kon Ga 
"m Xm Ama >... Amn ат 
اہ ر‎ M 
15 в 
Cantitatea necesará stafiei 
bj b ... b, 


х0 = min (ai bı}, 


unde notatia (0) indicã faptul сё este vorba de o valoare iniţială. 
fen d b, < a, atunci xf? = b, si conform ecuaţiei (6—19/2) 
x — x = = x0 = 0; dacă a, < b, atunci м? = а Я aşa cum 
31 s. ° m 
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rezultă din (6—19/1) жу = у =... = x0 = 0. În felul acesta, prima 
coloană (sau prima linie) a variabilelor din tabela 6—6 primește valori 
inițiale. Û "n EE es aa ss Рошене уроп 

` Їп continuare se întocmește o nouă tabelă de forma 6—5; astfel, să 
zicem că b, <a, şi atunci noua tabelă (prezentată mai simplificat decât 
în 6—6) este: | | ird ы” һа қотақ ЫН c Z ағаш; 


1 са, — b; 
Ta T =: 
3 a; 

т ат 


Se consideră, și aici, tot variabila din colțul de nord-vest, adică x,,, căreia 
i se atribuie (ca valoare inițială) cea mai mică valoare dintre 5, si (а,-)): 
Se înțelege cá s-a luat z,—b;, deoarece cantitatea pe care о poate livra acum 
depozitul 1 este mai mică cu 5, (prin cantitatea livrată staţiei де desfacere 
1, deoarece 40 =:0,): Deci зе уа: considera Ti u 05-5 05 07 767 


ХО = min {(a, — di), ba} dacă b, < a, 
sau 
XQ = min (az, (b, — a,)) dacă a, < D1. 


De exemplu, dacă 0, < a, si (a, — 01) < b, atunci-soluția inițială se com- 
pleteazá Я cu valorile: x() = a, — б, x0 = x9 =... = x) = 0... 

Operația continuă cu întocmirea unei noi tabele, in care colțul de nord- 
vest va fi ocupat de necunoscuta Xa, cáreiaise уа atribui valoarea cea mai 
mică dintre a, şi b, — (a, — b,) etc. 

Evident cá operaţia de atribuire a valorilor initiale prin procedeul 
coltului nord-vest poate fi realizatá si fárá suportul grafic al tabelelor. 
Noi am utilizat 51 aceste tabele pentru а face o prezentare mai clará а proce- 
deului. | 

Să observăm un fapt evident, acela cá procedeul descris mai sus poate 
fi aplicat utilizînd si alt colt al tabelei cu variabile, ca de exemplu colțul 
nord-est. În acest caz prima necunoscută căreia i se atribuie valoarea inifia- 


lá este x,,, care devine xÜ = min(a, b,), iar ultima este necunoscuta 
X,1, din colțul sud-vest (aceasta ar fi varianta „drumului nord-est, sud-vest 
al procedeului, prezentat mai înainte prin cealaltă variantă a за: „drumul 
nord-vest, sud-est”). | "m 

S-ar putea proceda si în modul următor (dacă există motive de а mini- 
miza calculul în cea de a doua etapă, de determinare a soluției optimale, 
prin reducerea numărului de iterații) : 

— se determină soluția inițială (adică tabloul ХР v) prin varianta 
сори! nord-vest si se calculează valoarea pe care о ia funcția obiectiv 


cu aceste valori ҒО y; 
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— зе utilizeazá apoi Я varianta со nord-est, determinindu-se 
,0 е. — | Ди В 
х, ȘI ЕО к; i . . — НЕЕ „3 : 
— зе alege, în final, ca soluție de bază inițială X?) una din cele două 


` . . 0 D 4 
matrice determinate anterior, ХУ, sat ХУ, şi anume aceea pentru 


care ҒО e (FQ v, FW к} este mai mică. Ки 

Ex. 6—10. Vom exemplifica procedeul coltului nord-vest de alegere 
a soluțiilor initiale la problema de transport prezentatá in Ex. 6—4 (v. 
tabela 6—4 si relatiile 6—20, 6—21). Aplicind direct, prin tabele, cele ará- 
tate mai înainte obținem în mod succesiv : — 


 —‏ — ا ےا 


b; в | 5 7 4 6 TOTAL = 30 


— Їп cazul variantei „drumul nord-vest, sud-est” : 
1) deoarece b, « a, (8 < 16) atunci х9 = 8, X = 0 şi д) = 0, 
rezultind tabela : | 


1 16558-48 
2 8. 
3 6 
2) deoarece b, < (41 — b1), adicá 5 < (16—8), atunci XQ = 5, x = 


= 0 şi xl) = 0, rezultind о nouă tabelă: 


3) deoarece (a, — b, — ba) < b, (8 < 7) atunci x —3, х9 =0 si 
(0) __ ^ ii Ada 
Xi; = 0, rezultind o nouă tabelă: 


1 2 3 4-5 
:»10 8 71775 р 40 68-8-0590 
2| 0 0 
3 0 0 

0 0 
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4) deoarece b° < а (4 <8) atunci x = 4 бі x = 0, dupá care 
tabelul ia forma : 


5) deoarece %, = 4% = 4 atunci x = 4, x = 0 бі xt = ) rezul- 


tind în final x% = 6 şi deci următoarele valori inițiale pentru necunoscu- 
Е a 


_ 1 2 3 4 5 
= 16 

0 
eps = 8 
= 6 


=7 ^ med ШЕ لے 7ے‎ 424. =6 


Soluţia X) у de mai sus este o air degenerată deoarece are numai 
şase valori diferite de zero (deci mai puţin decît m + n — 1 = 7). 


— În cazul variantei „drumului nord-est, sud-vest” : 


1) deoarece 05 <a (6 < 16) atunci х0 = 6, хХ0--0 si 50 = 0, 
rezultind tabela : 


1 16 — 6 — 10 
2 8 
3 6 
2) rie s b, < (a, — be), adică < (16 — 6), se ia: x) = 4, 


x = 0 Si х@ = 0, rezultind o nouá аи 
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2 < b, adică (16—6—4) < 7, atunci considerăm x) = 


3) deoarece aj 
= qa = 6, de unde rezultă xU = 10 = 0 şi о nouă tabelă: 


“а 


4 


4) репіга сӛ 59 < a, (1 < 8) atunci х@ — 1 şi х0 = 0, rezultind 
o altá tabelá: ZR 


1 0 
2 7 
3 6 


5) deoarece Û, < af? (5 < 7) atunci xD —5 Я xf = 0, rezultind 


imediat x% = 7—5 = 2 şi (pentru ultima variabilă, din colțul ,,sud-vest") 


49—8—a90—49—8—2—02-6. 


, Obfinem deci urmátoarele valori inifiale ХО , (adică matricea soluției 
inițiale determinată prin varianta „colțul nord-est") : 


0 0 6 4 6 | =16 
XO „= ^2] ва 01 = 8 
^elo[o|o|o|-s 
اا‎ және ЖЕЛЕНИ la. 
-8 =5 = = =6 


2° Procedeul Vogel. Se pleacá de la datele problemei aranjate într-o 
tabelă de forma 6—4 (v. Ex. 6—4), în care se înscriu cheltuielile de transport 
C4. Această tabelă se completează cu o coloană şi o linie suplimentară, 
denumite coloană/linie cu diferenţe, care se întocmesc astfel : se alege costul 
minim din coloana/linia considerată $i se scade din costul imediat următor, 
obfinindu-se nişte diferențe care se înscriu ре coloana $1 linia suplimentară. 

După stabilirea acestor diferențe, se determină linia/coloana pentru 


care a rezultat cea mai mare diferență şi căsuţa (1, 7) interioará a tabelei 
] cel mai mic; necunoscutel 


(de pe această linie/coloană) în care este costul ‹ te 
corespunzătoare acestei căsuțe i se atribuie cantitatea maximă ce 5 poa € 
transporta (adică valoarea тіп (4, bj). După aceasta ве теда си east 
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coloana. şi linia cu diferente, fără să se ша! țină seama de coloana/linia cu 
costuri corespunzătoare depozitului de. livrare sau stației de primire care 
Şi-au lichidat disponibilităţile sau şi-au asigurat necesarul de. produse. 
Орега Пе se realizează iterativ, pînă se epuizează toate disponibilitátile 
de livrare şi se asigură necesarul la toate stațiile, asa cum se arată numeric 
în exemplul prezentat în continuare. | 

Ех. 6—11. Să se determine soluția inițială prin procedeul Vogel în 
cazul problemei din Ex. 6—4 (v. tabela 6—4), care а făcut $i obiectul 
exemplului 6— 10. AE e 

Vom utiliza tabelele cu costul transportului, în interiorul cărora vom 
scrie, subliniat, si valorile atribuite initial necunoscutelor Ху. Tabela iniția- 
18 (așa cum rezultă din tabela 6—4), completată cu linia $i coloana cu dife- 
теще este următoarea: . | 


costuri c;; 

d EC Е се 4 5 t ue E: 

7 3 5 2 3 2 1--3--2 16 

2 1 3 4 8 5 2=3— 1 8 

3 2 8 1 2 3 1--2--1 6 

Linia cu 

diferente | 1=2—1 | 2=5—3 | 1-2-1 | 1-3-2 | 1=3—2 о - 
b 8 5 7 6 — TOTAL 

30 


7) Cea mai mare diferență este 2 și să o considerăm pe cea de pe 
linia cu diferenţe în. dreptul coloanei 2; pe această coloană cel mai mic 
este с, = 3, din ,,cásuta" (2, 2). În această căsuță inscriem valoarea pe care 
o vom atribui inițial lui x, şi anume x = min (5,8) = 5. Recalculám 
coloana şi linia cu diferențe (fără să ținem seama de coloana 2) şi obținem 
o nouă tabelă: | 


| (0) 
С; Xij 


Coloana cu (1) 
diferenţe “€ 


< 
t3 
о 
> 
C 


2 
3 2 
Linia cu 


diferențe | 1=2 


(1) 
bj 8 
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n ) „Сеа mai mare, diferență este 3, de pe coloana cu diferențe іп: dreptul 
liniei. 2; pe această linie costul cel mai mic este ca, = 1, din căsuţa (2, 7) 
іп această căsuță înscriem pe xf) == min (8, 3} = 3, Recalculám босана 
şi linia cu diferenţe (fără să mai finem seama de linia 2) și obținem o nouă 
tabelă : "m | ры: етер ОРС 3 


Coloana cu : 


3 4 2 ‚ diferente 
2 13 | 35 | 40 | во 50 0 
3. 2 80 1 -2 Зе | 12 =1 6 
diferențe - |. 1—3—2 7 x [| 1-2-1|1-8-21+-3-2 € - 
td e 15:68 |. -0- =з TOG AE Bi GATE E 


3) Deoarece toate diferenfele sint egale (!) putem sá facem orice 
optiune. De pildá, considerám coloana 1 şi în ,,cásufa" (3, 7), pentru care 
avem cel mai mic cost rămas pe coloana 7, inscriem х@ = тиін, б} = 5. 
Deoarece depozitul D, mai poate livra numai o unitate (din disponibilul 
de 6, au fost livrate 5 unități stației $,), atunci considerăm xS = 1 deoarece 
e linia 3 costul cel mai mic este css = 1. De aici rezultă si alte valori initiale : 
4) = a 0. жаласы = 
. În sfîrşit, cantitatea a, = 16 trebuie repartizată stațiilor S, 54 Я 
Ss, adică: X) = ba Ë= 0 = 7 = 1 = 6, х9 = b, = 4 si x = b = & 
| Rezultă, deci, urmátorul plan inifial de transport : 


; E АИРИ 7 E 
14: 0 М "TES “4 6 |=16 
x9-2| 3 Boss b 0 0 |=8 
al 5 | o 1 0 о |-б 

—8 -5 72-11-4275 «à 


_ Comparínd, prin funcția obiectiv (6—20), solufiile inițiale alese pentru 
aceeași problemă prin trei metode diferite, obţinem : 
— іп cazul procedeului „colţul nord-vest“ (v. Ex. 6-10): 


FÜ,—3.8--5-8--2-8- 4: 43-8: 4 r8. 6— 1: 
— în cazul procedeului „colțul nord-est" (v. Ex. 6 — 10) : 
FO -0.6.43.442:.6+1-23:5+4:1+2. 
` — în cazul metodei Vogel (v. Ex. 6—11): 

Р = 2.613.442.6418 4 8:5 11769 


6 — 69; 
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Deci, prin metoda Vogel am obținut o soluţie inițială „mai bună” 
(ЕФ < ЕО в < F¥_v), ceea се va duce la mărirea vitezei de convergență 
în rezolvarea iterativă a problemei în etapa a doua de calcul (durată mai 
mică a calculului). 

Mai remarcăm, comparind soluţiile obținute prin cele două variante 
ale procedeului colfului, cá în cazul problemei din Ex. 6—70, este mai 
bine să alegem ca soluție de bază inițială valorile stabilite prin varianta 
„drumului nord-est, sud-vest”. Aceasta deoarece funcția obiectiv fiind 
mult mai mică pentru ,,valorile nord-est” (Е P s = 69 < FÜ) „= 111), 
in etapa de determinare а soluţiei optimale vom efectua mult mai puţine 
iterații decît іп cazul în care am fi ales ca soluție inițială tabloul ХО, 
rezultat prin varianta „drumului nord-vest, sud-est” (v. exemplul 6—12). 

Totuşi, în ceea ce priveşte rezolvarea problemelor de transport prin 
utilizarea calculatoarelor automate, menționăm că în exclusivitatea lor, 
pachetele de programe specializate pentru problemele de transport folosesc 
ca procedeu pentru determinarea soluției de bază inițială procedeul ,,drumu- 
lui nord-vest, sud-est" (ca, de exemplu, programul de transport TRANS- 
POR/IRIS-50, implementat şi la sistemele FELIX C-256 [32]). S-a prefe- 
rat alegerea procedeului coltului (cu oricare din cele două variante ale 
sale: „drumul nord-vest, sud-est" sau „drumul nord-est, sud-vest”) da- 
torită, pe de o parte, simplităţii algoritmului său (care asigură un program 
calculator foarte compact) si pe de altă parte, faptului că iterafiile etapei 
următoare (de optimizare a soluției) sînt ele înseşi foarte rapide şi — ca 
urmare — chiar dacă rezultă un număr de iterații mai mare în această etapă, 
timpul-calculator cîştigat prin folosirea unei alte soluții inițiale ameliorată 


(„mai bună” decit ХО y) nu este în general important. 


Determinarea soluţiei optimale. După cum am mai arătat, soluția 
optimală se poate determina printr-un proces iterativ de corectare a unei 
soluții de bază, prima (soluția de bază inițială) putînd fi aleasă asa cum 
am văzut în paragraful precedent. Avînd o soluție de bază (inițială sau оБН- 
nută după o anumită iterafie), se verifică dacă ea este optimalá sau nu, 
în acest de al doilea caz trecîndu-se la îmbunătăţirea soluției analizate ș.a. 
m.d. Există numeroase metode pentru găsirea soluției optimale, una din 
cele mai simple fiind cunoscuta metodă distribulivă ; prezentăm іп conti- 
nuare o variantă a acestei metode (metoda distributivă modificată). 

Fiind dată tabela problemei (de forma 6—4), fiecărei linii 2 i se asociază 
un număr и, şi fiecărei coloane j — un număr v; astfel încît pentru fiecare 
căsuță (i, j), ocupată de costul transportului су, pentru care din iterafia 
precedentă x,; 0, să avem egalitatea: 


и = c; 56е {1,2,..., т), jeí(L2,...) 

Aceste egalitáti formează un sistem de и + m — 1 есиа са n + m 
necunoscute и, Я vj, care se pot determina considerînd, de exemplu, #; = 0. 
Valorile и; si vj, astfel obținute, se scriu pe о coloană Я pe о linie а 
unei tabele în interiorul căreia, în fiecare căsuță (i, j), se scriu valorile и; + 
T vj, aşa ca în tabela 6—7. 
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Tabela 6-7 


Va 


а 1 иу + Ug иу + 9; "T Uu, + Us 


и; +u и» + Va из + Us ... и, + Un 
e о 
из + 9 из + Us 44 из + Un 
u سک‎ 
Umt 91 Umt Va = ит-Н Us TT Um Un 


rul tabelei 6—7 se scad din costurile 


tabelei problemei (de рш tabelei 6—4) si se obține о nouă tabelă în 
interiorul căreia se găsesc, în fiecare căsuță (i, j) valorile су — (и; + vj) 
i21,2,..,mgij1,2, ...,". Avind in vedere cum au fost deter- 
minate numerele и; şi vj, cel puţin n + m — 1 din valorile су — (v; +7;) 
vor fi nule, iar altele din aceste valori pot fi negative. 

Urmează, în continuare, să se determine dacă soluția analizată este 
cea optimală. Criteriul de optimalitate constă în verificarea semnului valo- 
rilor c; — (u; + 9) din ultima tabelá. Dacá nu existá nici o astfel de 
valoare negativă atunci soluţia cercetată este soluția optimală ; dacă cel 
puțin o valoare су — (и; + vj) este negativă, atunci soluția analizată nu 
este cea optimalá şi — ca urmare — se va trece la îmbunătățirea acestei 
soluții. 
| îmbunătăţirea soluţiei se poate face prin „procedeul ciclului”. Por- 
nind din căsuţa în care s-a găsit cel mai mare număr negativ în valoare 
absolută, se formează un ciclu, adică un contur poligonal cu unghiuri de 
90° obținut prin trasarea unei linii închise ce trece numai prin căsuțe, 
în care ху # 0 şi pleacă şi se întoarce în căsuţa cu valoare с; — (4; + vj) 
negativá (pentru care x;; — 0). Ciclul este, de,obicei, un dreptunghi sau 
un pátrat ale cărui virfuri se numerotează cu 7, 2, 3 si 4, incepind cu 
căsuţa din care am plecat. Apoi, alegem cea mai mică cantitate ху din 
cásufele corespunzătoare vârfurilor cu numere de ordine pare; aceasta se 
adună la valorile x;; din cásufele tabelei cu soluţii corespunzătoare vîrfu- 
rilor impare ale ciclului și se scade din valorile x; aflate în cásutele cores- 
punzátoare virfurilor pare. S-a obfinut astfel o nouá solufie de bazá, cu 
care se reia sirul operafiilor descrise mai sus, pînă cînd se ajunge la solu- 
fia optimalá (v. Ex. 6—12 я Ех. 6—13). | 

Ех. 6—12. Sá зе aplice metoda distributivá (modificatá) pentru de- 
terminarea solufiei optimale a problemei din Ex. 6—4, alegind ca solufie 
de bază inițială soluția determinată іп Ex. 6—10, prin procedeul софи- 
lui nord-est. 

„Datele problemei, adică: costurile transportului ср, disponibilitáfile 
de livrare a; si necesarul la aprovizionári b; ($ = 112,37212-..- 5), 


se pot aranja intr-o tabelá de forma: 


Apoi, elementele din interio 


65 


5 — Aplicaţii inginerești ale calculatoarelor — vol, II. 


СЕ Scanned with OKEN Scanner 


(in acest caz, au fost înscrise datele problemei din exemplul 6—4). 


Pentru simplificarea scrierii, în cele ce vor urma vom folosi поба Пе: 


UA йү was dh 
U = Е я, с P: си и coloane; 
Um Um tip 
91 Va U, 
У = б Е `" - cu m linii; 
V; v о, 
бі (із Cin 


Са ба o... Cin 
4 : ^ = [си]; 


COST = 
| Сңі Cm? ... Cmn « 


DIF = COST — (U + V), care reprezintă tabloul cu valori 
ej — (m; + uj) 6—1, 2, .. 


"WI soo 


ŞI 
Жа. Wq o.c бш № 


x x iu x P AN 
= "t “21 |, care reprezintă tabloul 


: : necunoscutelor dupá ite- 
Ха Xma ... Ymd тара № (&=0, 1, 2, ...) 


2 


X9 fiind soluția de bază inițială, determinată în prealabil. | 
Alegind са soluție de bază inițială tabloul Х Ду. Ex. 6-10), adică: 


0 0 6 4 6 
ХО .,—|2 5 1 0 Oj, 
6 0 0 0 0 
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începem prima іќетајіе din etapa de determinare a solufiei optimale prin 
metoda distributivă modificată : 


ТЕП 


— scriem, mai întîi, sistemul и; + v; = су pentru Hecate element 
din ХО, pentru care Ху 7 0: 


а + ول‎ = 2 
t, + v4 = З 
uy + 7s = 2 
Us + 01 = 1 
из + V. = З 
и, + vg = 4 
из Б = 2; f 


— rezolvăm sistemul de mai sus (de 7 ecuatii cu 8 necunoscute 
ہی‎ 1= 1, 2, 3 9 03 = 1, 2, 3, 4, 5) considerind m = 0. 
Obtinem : z, = 2, из = 9, vı = —1, v = 1, v = 2, vı = 3 si z, = 2, 


adicá : 


00000 -1123 2 
й=| 2 2 2 2|s V=|— 1 12 3 2; 
3 3 3 3 3 esp 12 8 2 


— determinăm sumele и, + vj, adică: 


U+ V= 
AN 24565 
= деоатесе, conform. datelor problemei din Ex. 6—4, matricea COST 
este: ` | | f 
3 5-2 3 2 
COST=|l 3 4 8 5), 
j .|2 81 2 3 


putem calcula matricea DIF — COST — (U + V), adică: 


4 4 0 0 0 
pir | 0 0 3 И: 
04 —4 —4 —2 
ri mai mici decit 
(u, + vj) < 0 і є 
(0) nu este 


Е are şi elemente cu valo 


zero, adică deoarece există cel puțin o valoare си — W 
є (1,2,.,., m) Я j e (1, 2, u п}, rezultă cà soluția 2 
cea optimală si, deci, trecem la îmbunătăţirea el; 


— deoarece matricea DI 
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— 


— imbunátáfirea valorilor Xo) o putem face prin procedeul ciclului. 
Astfel, deoarece elementul negativ cel mai mare in valoare absolutá este 
in căsuţa (3, 3) din tabloul DIF, atunci ciclul in X—! se realizează рог- 
nind si sfirşind în căsuţa (3, 3) în care avem ZÜ) = 0; acest ciclu se 
realizează astfel încît (plecind si întorcîndu-ne în căsuţa 3, 3) virfurile 


poligonului — cu excepția primului — să se afle în căsuțe pentru care 
x; # 0, aşa cum este indicat în figura 6.3. 


Conturul pentru imbunolálirea + Câsula (3,3) pentru care 


Solu/ier (incepe sı se /егтила C; -(u;*v.) <O Si e maxim 
in cÓsu/o 53 pentru care x, -0 J 5 i 


g^ 2 val Е 
celelalfe. virfuri fiind în cisule in valoare absolula 
cu x; #0) 

Fig. 6.3 


După cum se vede în această figură, ciclul are colțurile pare în cásu. 
fele unde sînt valorile: #9 =1 Я 25) = 6 şi deoarece u = min (<), 
x} = 1, obținem o nouă soluție X® (in cazul nostru k = 1), în care 

97”, cu excepția valorilor din cásufele unde sînt colțurile pare ale 


А) = x 

conturului pentru саге xf? = x7" — u (în cazul nostru: x® = х0 — 
—1=1—1=0şi x = x$ —1=6—1=5) şi a valorilor din cásu- 
fele unde sint colțurile impare ale conturului pentru care z) = xz U + u 


(în acest exemplu: x = ху +1 =2 +1 =3 gi x = 0 +1=0 + 
+ 1 = 1). Obfinem (în cazul acestui exemplu) următoarea nouă soluție 
de la iterația k = 1: 


0.0 6 4 6 
X) = $3 5 о 0 ol. 
5 0 1 0 O 


Operafiile se reiau, realizindu-se o nouă iterafie k + k + 1 (în cazul 
acestui exemplu # = 1 + 1 = 2), Vom obtine: 


ТЕГІ 
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— sistemul de ecuații и; + v; = су (scrise pentru fiecare element din 
Хо, pentru care х; Z 0) este: 


а А 9з = 2 
ил иа = З 
иа Но; = 2 
ts | та = 1 
и. d- да = 3 
us | 2 
из + vs = 1; 
— dacă и. = 0, atunci: 4, = —2, Из = —1, u, = 3, v = 5, v, = 2, 
т, = 3 Я v, = 2, rezultind: 
0 0 0 0 0 3 5.2.3 2 
661299 9529 19 o|, 518.5 27-9 Д1, 
кей, al x Lol] š E 
3 5 2 -3. 2 00000 
U+V=|l 3 0 1 0| я МЕ =|0 0 4 7 5); 
i 2 4 1 2 1 4002 


— deoarece tabloul DIF nu confine nici un element negativ rezultă 
cá Х® este soluția optimalá si calculul ia sfârșit aici. : 

Să observăm că în cazul acestui exemplu, soluția optimalá, care este 
Xü), coincide cu soluția determinată direct prin metoda lui Vogel (v. 
Ex. 6 —11). 

Să mai observăm, de asemenea, cá în cazul acestei probleme nu 
puteam alege ca soluţie inițială soluţia degenerată determinată prin me- 
toda coltului nord-vest, X) y (v. Ex. 6—10), deoarece sistemul de ecuații 
4;--v;j-— су are numai 6 ecuații Я 8 necunoscute, ceea ce complică 
întrucitva calculul de determinare a valorilor и, şi v; (v. Ех. 6—18). 


Cazuri speciale. La rezolvarea problemelor de transport se pot ivi 
diferite situafii speciale. Una din cele mai frecvente este aceea in care 
soluția inițială sau о soluție intermediară confine mai puţin decît m+ #—1 
valori strict pozitive (mai mari бі diferite de zero), adică este o soluție 
de bază degenerată, sau nu contine cicluri prin intermediul cărora să se 
poată îmbunătăţi soluţia, 

Pentru a înțelege mai bine cum se procedează 

speciale vom folosi un exemplu numeric. 
„ Ех. 6-13. Să se rezolve problema de transport din E 
zîndu-se ca soluție inițială soluția determinată prin proce 
nord-vest (v. Ех. 6—10). 

Ín cazul problemei din exemp 


in astfel de situafii 
x. 6—4 utili- 
деші colfului 


111 6—4, matricea costurilor este: 


3 5 2 3 2 


COST =|l 3 4 8 5| 
2 8 1 2 3 
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iar solufia inifialá, determinatá la exemplul 6—10, este datá de tabloul: 


х0 v-|0 0 4 4 0, 
0 0 0 0 6 


care reprezintá o  solufie degeneratá 
(deoarece are numai 6 valori mai mari 
decît zero, în timp ce m + n — 1 = 7, 

a numărul de linii fiind m = 3 şi numă- 
rul de coloane и = 5). 

Pentru a putea aplica metoda dis- 
tributivă modificată, de determinare a 
soluției optimale, vom considera că unul 
din elementele tabloului X( nu ar fi 
zero ; să zicem că acesta ar fi x,,, din 

p căsuţa (3, 4) a matricei X? unde în- 
scriem semnul * (у. fig. 6.4, а). În 
acest fel se consideră x,,7 0 si se apli- 
că întocmai metoda distributivă, aşa 
cum vom proceda şi noi în continuare, 
limitîndu-ne numai la comentariile strict 
necesare. 


d БЕН 
Scriem sistemul и; + v; = су numai 
pentru те (1, 2, 3) si jc 2, 3, 4,5) 
pentru care in cásufele matricei X9 
avem х; # 0 (inclusiv x, in а cărui 
g căsuță am înscris *): 


0) 
ұт» 


xe- 


ЕСЕ 


а + 9 = 3 care are solutia 

па + то = 5 й = 0, б, = З, 

U, +v = 2 4. = 2, ول‎ = 9, 

Ua + Әз = 4 из = —4, ول‎ = 2 

“-Һ24--8 #4 == б, 

us + 9,4 = 2 Ша 7 
в u 95 = З 


rezultind după aceasta : 


35 267 
U+V=| 57 489 
lade ай 

Е 
0 00 —3 —5 
şi DIF = |—4 —4 0 0 —4 
3 783 о 0 
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in care cel mai mic element (negativ) este in căsuţa (7, 5). De aceea 
ciclul pe tabloul X0) se realizează începînd din căsuţa” (7 ] 5), trecind 
numai prin căsuţa pentru care xj 7 0 şi terminînd tot in căsuţa (7, 5); 
notăm, în ordinea parcursului (indicat cu săgeți), vîrfurile conturului 
obținut: 1, 2, 3, 4, 5 şi 6, aşa cum este indicat în figura 6.4, a. Luînd 
numai valorile din cásufele vârfurilor cu număr de ordine par rezultă 
u = min (3, 4, 6) = 3 şi următoarele noi valori pentru soluția imbunátá- 
çita X0: 

— pentru сазафее cu vîrfuri Пее : у= AX — и=3 — 3 = 0, 


" 1 . 
4Q—a39—424—3-—15i д = xV —p=6—3=3; 


A . . 1 0 
— pentru cásutele cu virfuri impare: xD — 0 + س‎ = 0 + 3 = 3, 
۰ 1 0 
х = 809 + س‎ = 4 + 3 = 7 Я x = ху tu =0 3; 
" M 0 | 
— pentru restul cásufelor xj = Xij. 


Se obtine astfel, urmátoarea nouá solutie (dupá prima iteratie) : 
8 5 0 0 3 


хи =|0 0 7 1 0, 
0 0 0 3 3 


care nu mai este o soluție degenerată, deoarece are m + % — 1 = 7 valori 
mai mari decît zero. 

Deoarece DIF are elemente negative, XU nu este soluția optimală 
si calculul continuă cu о nouă iteratie (k = 2). 


ТЕН! 
u, + v= З 
i u, + 0 = 5 Ui = 
4 + 05 = 2 иу = 0 Ug = 
| и + Уз = 4 “ғ. ول 7 کو‎ = 
u, + 3. = 8 из = 1 шй = 1 
из +v, = 2 Us — 
us + 95 = З 
3 5 —3 12 0 0 52 0 
о4у | 10 1 489| ШЕ-|-9-9 00-4) 
4 6 203 —2 2 —1 0 0 


. _ Ciclul, pe ХО (fig. 6.4, b) se construieşte pentru cásufa (1, 2), rezul- 
tind р = min (5, 1, 3} = | Я o nouă soluție #2) (v. fig. 6.4, c), care 
trebuie îmbunătăţită deoarece DIF are valori negative. 
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[=з] 
| а иа =3 
моа = 5 , 7; = 3 
tq + o, = 2 = 0 7, = 5 
и, + 9. = З — и, = —2 74 = 6 
tí + ug = 4 us = 1 v4, = 1 
us + т, = 2 Vs == 2 
из + 95 = З 
3 5 6 1 2 00 —4 2 0 
U+V=|l 3 4 —1 0, DIF = 0 0 0 9 5!) 
4 6 7 2 3 — 2 —6 0 O. 


Ciclul, pe ХО (fig. 6.4, с) se construieşte pentru cásufa (3, 3), rezul- 
tind в = min (4, 7, 2) = 2 Я o nouă soluție X? (v. fig. 6.4, d), care 
nu este cea optimalá (DIF confine valori negative). 


reni 
и =3. 
Wi + 05 = 5 о, = 3 
u + u, = 2 у = 0 05 = 5 
- U + то = З — и, = —2 ©з = 6 
Ua + ug = 4 из = —5 04 = 
из + ug = 1 vec 
из + v, = 2 | GC: 
3587 2 00, d 240 
U4v-| 1845 0,0ш-00 o 390| 
0 0 1.23 4010 06 


Ciclul, pe ХӨ) (fig. 6.4, 4) se construieşte pentru cásufa (7, 4), rezul- 
Ира р = min (2, 5, 4) = 2 Я o nouă soluție X9 (v. fig. 6.4, е), care se 
va îmbunătăţi printr-o nouă iteratie: 


LLL 
u +u = 5 4 = 
4--74-3 и! = 0 Va = 
“ 95 = 2 — Ug = 9 Ug = 
% + 92 = 3 из = —1 04 = 
по + 7 = 4 05 = 
а +v = 1 
Из + v4 — 2 : 
8.1.23 2 0 4 0 0 0 
U+V=|5 3 4 5 4,DIF—-|-4 0 0 3 |. 
2..0... :2,.1 0 8 0 90-2 
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© Ciclul, pe ХӨ (fig. 6.4, с) se construiește pentru căsuţa (2, 7), rezul- 
Най u = min (8, 3, 2) = 2 şi o nouă soluție ХО (v. fig. 6.4, f) care se 


amelioreazá printr-o nouá iterafie. 


ren 


t 9, = 9 

и + o = З 9, 

иу + 05 = 2 иу == 0 05 = 5 

u, + пъ = 1 ج‎ = —2 Us = 

из + Фа = З Из = — = 24 = 

и» + vs = 4 ^ v, 2 

из + Ug = 1 f 
| 356 3 2] = [0-0 —4 0.0]. 
U+V=. +1934 1,0], DIE 40.9 0 Z SF 

—2 0 1 —2 —3 4.8 046 


Deoarece matricea DIF are un element negativ, din poziția (7, 3), 
X9 nu este soluția optimalá. Ea poate fi deci îmbunătățită prin ciclul 
construit pentru căsuţa (7, 3) din tabloul X5 (fig. 6.4, f), rezultind 
и = min (6, 1) = 1 şi o nouă soluție : 


5 0 1 4 6] 
х® =|3 5 0 0 ji 
-— 0 0 6 0 01 
pentru care: 
“41--91--9 
и +1 = 2 | | V, = 
ud-v4—3 | иу = Фа = | 
U, + 95 =.2 cu solutiile и = —2 Фа = 2 
u, +v, = 1 | из = —1 V = 
и, + V. = З Us = 
из + из = 1 | 
3 1 2 3 2 0 4 000 
U+V=|1 —1 0 1 0 s nm -[o 4544 7. АТ 
2 0 1 2 1 08 00 2 


Deoarece DIF nu mai conţine nici o valoare negativă, rezultă că 


хе este chiar soluția optimală pentru care funcția obiectiv ia valoarea 
minimă posibilă Е = 65. Soluția s-a obţinut, deci, după 6 iterații. Să 
observăm că ea diferă de soluția obţinută pentru aceeaşi problemă la 
Ex. 6—12 (matricea XD), însă rezultatul — în ceea ce priveşte valoarea 
minimă a funcţiei obiectiv бі restricțiile — este acelaşi. 

ж 

ж ж 
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O altă situaţie specială are loc atunci cînd disponibilitátile (Za) depă- 
ес nevoile consumatorilor (20). În acest caz, se introduce un consumator 


fictiv (al n + 1-lea) care solicită o cantitate de produse 5,,; = У? а; — 
i=l 


n 
— > „б Produsele care urmeazá, in urma rezolvárii problemei, а fi livrate 
3-1 


acestui consumator fictiv vor fi pástrate, ca rezerve, la furnizori. 


Dacă disponibilitățile sint mai mici decît nevoile consumatorilor, se 
introduce un expeditor fictiv, care să dispună — pentru livrare — de 


в т 
cantitatea de produse дана = 55; — Уа. 
ігі 1-1 


În sfârşit, dacă se impune condiţia de a nu utiliza anumite rute, 
se atribuie acestor rute — în matricea COST — un cost de transport 
foarte mare, astfel încît pentru realizarea optimizării funcției obiectiv 


planul de transport să impună a nu fi folosite aceste rute prohibite sau 
interzise. 


6.3. PACHETE DE PROGRAME SPECIALIZATE 
PENTRU REZOLVAREA PROBLEMELOR DE PROGRAMARE LINIARĂ 


Programarea liniară a devenit o metodă consacrată de optimizare, 
frecvent utilizată în practică, în numeroase domenii ale economiei şi 
tehnicii. Interesul față de această metodă este determinat astăzi exclusiv 
de eficiența utilizării programării liniare în activitatea curentă. 

Deoarece în marea majoritate a aplicațiilor rezultă modele de mari 
dimensiuni, rezolvarea problemelor practice de programare liniară nu se 
poate realiza decît numai prin utilizarea tehnicilor moderne de calcul 
automat, care (așa cum am mai spus-o) au contribuit substanţial la proli- 
ferarea programării liniare în activitatea concretă. 

Ca urmare, numeroasele probleme de programare liniară, ce sînt frec- 
vent solicitate centrelor de calcul spre rezolvare, au determinat institutele 
de informatică, firmele constructoare și centrele de calcul să pună la 
punct $ să dea în exploatarea curentă pachete de programe specializate 
pentru astfel de probleme, catalogate în sistemele de exploatare ale centre- 
lor de calcul, care pot fi folosite cu ușurință de orice utilizator. 

Din numeroasele pachete de programe ce pot fi utilizate la noi, am 
ales, pentru a le prezenta aici, pe două din cele mai reprezentative care 
acoperă un vast domeniu de aplicaţii si care pot fi intilnite în toate centrele 
de calcul dotate cu sistemele de fabricație românească FELIX C 256, 
atît de ráspindite în tara noastră. Este vorba de programele de firmă 
TRANSPOR şi OPALINE, care au fost realizate de fosta Compagnie 
Internationale pour l'Informatique (СП — ,,cedeuxi"). 
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Program pentru problemele de transport — THANSPOR 


Modelul. Programul de firmá, din biblioteca de gestiune stiinfificá 
СП, cu numele TRANSPOR este destinat rezolvárii problemelor de trans- 
port care au modelele de forma: 


т n 
E Y “суху = min (6—51) 
іні j=l ' 
in condifiile : | 
x =a t=1,2, ..., fh (6—52) 
j= 
$5 xu = b; 4 =e. 1, 2, аа, N i (6—53) 
4-1 
x; > 0 (6—54) 
Уа = Db; (6—55) 
i=l ігі 
а» bj, су > 0, (6—56) 


în care: 
т reprezintă numărul punctelor-origine (sau puncte-sursá sau depo- 


zite de livrare sau, încă, liniile matricei cu costuri си); 
n reprezintă numărul punctelor-destinafie (sau stații de consum sau, 


incá, coloanele matricei cu costuri си); 


6, ose G, i— cantităţile de produse pe care le pot livra depozi- 
tele 1, 2, ..., т; 
һы Pass Uy = cantităţile de produse pe care le solicitá statiile 


de consum 1, 2, ..., ^; 
си 6--1,2,...,т1- 1, 2, ..., n) — costul transportului unei 
unităţi de produs de la depozitul + pînă la staţia dé destinaţie 7. 

În acest fel, modelul de mai sus este un program liniar cu m X n 
variabile si m + n + 1 restricții. De fapt, observăm că ecuațiile (6—52), 
(6—53) si (6—55) nu sînt independente, ecuația (6—55) putînd fi dedusă 
din sistemul (6—52) şi (6-53); deci, numărul restricțiilor distincte este 
т + п. Față de un program liniar general, programul de transport pre- 
zintă particularitatea cá datorită faptului că sistemul de restricții (6—52), 
(6—53) я (6—55) are matricea coeficienfilor numai cu valori O şi 1, de- 
derminantul matricelor de bază este egal fie cu 4-1, fie cu —1. Datorită 
acestui fapt, algoritmul simplex se reduce la un program foarte simplu 
și foarte rapid, ceea ce permite rezolvarea fără dificultate a problemelor 
cu mari dimensiuni, я 

Din acest punct de vedere, limitárile programului 'RANSPOR sint 
date de următoarele inegalităţi : T 

— pentru varianta care utilizeazá segmentul ALGO! (ce reprezintă 
bits) с6а costurilor prin valori intregi cu lungimea 

its) : 


— 


de un cuvint = 32 


4m + 4n т.п S T? 
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— pentru varianta care utilizează segmentul ALGO2 (ce reprezintă 
costurile c;; în locaţii cu lungimea de o jumătate de cuvint = 16 bits): 


1 Ls 
З + З.п < T, 


unde T reprezintá volumul din memoria interná a calculatorului (expri- 
mat în octeți), disponibil pentru rezolvarea problemei. Т se poate deter- 
mina cu relația : 


T = VMI — TP — ТМ, 


unde VMI este volumul memoriei interne a calculatorului utilizat, ТР — 
volumul ocupat în memoria internă de programul TRANSPOR (cel mult 
2 500 cuvinte, adică 4 x 2 500 = 10 000 octeți) я ТМ este volumul ocu- 
pat în memoria internă de monitor. 

Ех. 6-14. Sá se determine limitele maxime (prin valorile m şi n} 
ale unui program de transport în cazul unui sistem FELIX C 256 cu 
VMI = 198 kocteti şi ТМ = 28 kocteti. 


Rezultă : 

T = VMI — ТР — ТМ = 198 x 1024 — 10000 — 28 x 1024 = 
= 92 400 octeți; | 

— си ALGOI 


я 4m + 4n + m - n = 92 400 si dacă т = 300 rezultă n = (92 400 — 
— 4т)[(4 + m) = (92 400 — 1 200)/304 = 300; | О 
— cu АІ/СО2 | | 
3m + Зи + 0,5mn = 92 400 şi dacă m = 400 rezultă n = (92 400 — 
— 3m)](3 + 0,5m) = (92 400 — 1 200)/203 = 400. Deci probleme foarte 
шап (cu m + п = 600 la 800 restricții !). | Ж: 


Să notăm са ALGO2 este utilizat automat dacă АТ,СО1 provoacă 
o depășire a disponibilitátilor de memorie. Condiţiile minimale la un sistem 
FELIX C 256 constau іп: disponibilitátile de memorie să fie de minimum 
32 767 octeți, iar coeficienții с, (costurile) să Не în număr de cel mult 
5 000 (deci пт. n < 5000; de exemplu, la т = 50, п < 100). Precizám 
că în aceste condiții minimale, la orice sistem FELIX C 256 nu este 
posibilă o depăşire a volumului disponibil de memorie. 

Utilizatorul mai trebuie să stie faptul că matricea costurilor су nu 
trebuie să fie completă, adică nu este necesar ca toate punctele-origine 
să fie legate cu toate punctele de destinație. O pereche de puncte origine- 
destinaţie, între care nu sînt posibile transferuri de produse, va fi caracte- 
rizatá de un cost ,jnfinit"'. 


„Principiul algoritmului utilizat de TRANSPOR. Soluţia de bază 
inițială este determinată prin metoda „drumului nord-vest, sud-est” (pe 
care am prezentat-o în subcapitolul precedent). 

Îmbunătăţirea unei soluții de bază şi determinarea soluției optimale 
se face printr-un proces iterativ, bazat pe metoda clasică simplex, prin 
care sint introdusi şi extrasi din matricea de bază diverşi vectori-coloană, 
în modul următor: | 
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— calcularea asa-numitelor costuri reduse (pentru mulfimea variabi- 
lelor din afara bazei). Costurile reduse sînt valorile c;; — (и; + vj), adică 
elementele matricei ре саге noi am notat-o са DIF (v. Ех. 6—12 si 
Ех. 6—13). Aceste costuri reduse se determină са soluţii ale unui sistem 
de ecuaţii liniare de forma и; + v = cj; ? e(l, 2, ..., mj e(l 2, ..., 
..., ^) care se rezolvă extrem de simplu, din aproape în aproape (v. 
Ех. 6-12, şi Ex. 6--13); 

— selectarea variabilei din afara bazei avind costul redus „се! mai 
negativ” ca variabilă care va intra în noua bază. Dacă nu există astiel 
de variabile, care să poată intra în noua bază, deci dacă nu există costuri 
reduse negative, soluția cu care s-a început iterafia este soluția optimală 
şi calculul încetează ; : 

— căutarea variabilei care va ieşi din bază; 

— schimbarea bazei şi începerea unei noi iterații. 


Organizarea generală a programului. Programul TRANSPOR este for- 
mat dintr-un modul principal, denumit RACINE, care apelează succesiv 
diferitele segmente de care are nevoie si anume segmentele cu numele: 


LECDO, АТ,СО1, ALGO2 şi IMPRES. 


Modulul principal RACINE, a cárui organigramá generalá este repre- 
zentatá in figura 6.5, are in structura sa gi urmátoarele subprograme: 
ENTETE, IMPITER, SPRINT si INIT. | 

Functiunile indeplinite de aceste segmente si subprograme sint, pe 
scurt, următoarele : 

Modulul principal RACINE este programul director, care apelează 
în memorie (în mod „оуепау”) diferitele segmente ale programului (fig. 6.5). 
După faza de. inițializare a variabilelor se introduce segmentul LECDO 
pentru citirea datelor. Apoi, în funcție de opțiunea utilizatorului, se trece 
la unul din segmentele ALGO1 sau АТ,СО2, care realizează algoritmul 
de prelucrare a datelor. Acest modul se termină prin apelarea segmentului 
IMPRES (fig. 6.5), pentru imprimarea rezultatelor finale. Modulul RACINE 
are şi patru subprograme : ENTETE (care realizează imprimarea, la înce- 
putul paginii, a valorii inițiale a funcției obiectiv si — pe linia următoare 
— а capului relativ la iterații), IMPITER (care imprimă iterafia curentă, 
adici: numărul iterafiei, numele liniei care intră în noua bază, valoarea 
sa la intrare, numele liniei care iese din bază și valoarea funcţiei obiectiv), 
SPRINT (înregistrează, plecînd dintr-o zonă memorie, un anumit număr 
de octeți editafi conform unui format dat, însă în forma standard a im- 
primantei) si INIT (care permite ca, după introducerea programului iu 
memorie, să se cunoască adresa primei locaţii libere $1 mărimea memo- 
riei rămasă disponibilă). m3 . 

Segmentul LECDO este utilizat pentru citirea mulțimii de date şi 
pentru pregătirea tablourilor necesare calculului, conform algoritmului 
metodei. Este prevăzut, de la început, să se facă calculele cu ALGOI, 
adică cu locaţii de 4 octeți (ceea ce se realizează dîndu-se variabilei care 
face controlul selectării unuia din segmentele ALGOL sau ALGO2 valoarea 
IALGO2 = 0); dar dacă volumul memoriei este insuficient, se trece la 
locaţii de 2 octeți (adică о jumătate de cuvînt), punindu-se IALGO2 = 1, 
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ceea се determiná si lucrul cu АТ,СО2 (v. fig. 6.5). Acest segment are 11 
subprograme prin care se realizeazá manipularea dinamicá a tablourilor de 
variabile. 

Segmentul ALGO]I realizează prelucrarea datelor și rezolvarea pro- 
blemei cu metoda primal, matricea costurilor de transport fiind reprezen- 
tată prin valori întregi cu lungimea de un cuvint (4 octeți). 

Segmentul ALGOZ este identic cu ALGOI, cu diferența (esenţială !) 
că matricea costurilor are elementele reprezentate рип 2 octeți, toate 
calculele efectuindu-se, deci, cu date de o jumătate de cuvînt. 

Segmentul IMPRES realizează imprimarea, după găsirea soluţiei opti- 
male, a variabilelor de bază cu valorile lor optimale, a valorii minime a 
funcției obiectiv şi a ultimei matrice cu costurile reduse (у. lista 6.5). 


Prezentarea datelor problemei. Тоа е datele problemei sînt introduse 
în sistemul de calcul prin cartele perforate. Toate valorile numerice pre- 
lucrate de programele din TRANSPOR sînt de tip întreg. Pe cartele, 
datele trebuie aliniate la dreapta în zonele ce le sînt rezervate (v. fig.6.6). 

Datele se prezintă grupat pe „capitole”, fiecare capitol fiind definit 
printr-o cartelă „început-capitol”, urmată de un anumit număr de cartele 
pe care sînt perforate datele corespunzătoare capitolului. Cartelele început- 
capitol cuprind următoarele nume: NAME, ORIGIN, DESTINATION, 
MATRIX $1 ENDATA. Prezenţa tuturor acestor cartele este obligatorie, iar 
capitolele trebuie să fie aranjate strict în ordinea de mai sus (v. fig.6. 6). 

Cartela NAME este prima din setul de cartele cu date şi are structura: 
cuvîntul NAME perforat pe coloanele 1 la 4, cuvîntul IMPR pe coloanele 
9 la 12 (opțional, necesar a fi perforat numai dacă dorim imprimarea 
elementelor aferente iterafiei în curs de execuție) я titlul programului, 
asa cum este „compus” el de către utilizator, ce se perforeazá pe coloa- 
nele 13 la 80 (acest titlu va fi imprimat in capul paginii cu rezultatele 
problemei, aşa cum se arată, ca exemplu, în lista 6.5 dela Ex. 6—15). 
Zona coloanelor 13 la 80 de pe prima cartelá NAME  poate fi lásatá 
,blanc" dacă nu vrem să se facă imprimarea vreunui titlu. 

Capitolul ORIGIN cuprinde numele punctelor origine şi disponibilitáfile 
de livrare (deci liniile tabloului de enunfare a problemei si valorile а, $ = 
= 1, 2, ..., т). El începe cu o cartelá „început-capitol” care confine 
numai numele ORIGIN perforat pe coloanele 1 la 6 si continuá cu m 
cartele (cîte una pentru fiecare furnizor/linie), o astfel de cartelă conținînd 
numele alfanumeric al punctului de origine perforat ре coloanele 5 la 
12 şi valoarea disponibilitáfii din acest punct origine, perforată pe coloa- 
nele 23 la 29, sub forma unui număr întreg aliniat la dreapta, pe coloana 
29 (у. fig. 6.6). | 

Capitolul DESTINATION cuprinde numele punctelor destinaţie și 
necesarul solicitat în aceste puncte (deci coloanele tabloului de enunfare 
a problemei şi valorile bj, j = 1, 2, ..., n). Capitolul începe cu o cartelă 
,inceput-capitol" pe care este perforat numai cuvîntul DESTINATION 
pe coloanele 1 la 11 şi continuă cu я cartele (cîte una pentru fiecare consu- 
mator/coloană), o astfel de cartelă conținînd numele alfanumeric al punc- 
tului: de destinaţie perforat pe coloanele 5 la 12 şi valoarea necesarului 
din acest punct destinație, perforat pe coloanele 23 la 29, sub forma unui 
număr întreg aliniat la dreapta, pe coloana 29 (v. fig. 6.6). 


«А 
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Capitolul MATRIX introduce in calculator matricea costurilor unitare 
de transport су (i е (1,42, ..., т}, j € (1, 2, ..., n)) între punctele 
origine i şi punctele destinaţie j. Coeficienfii pot fi prezentaţi în orice ordine, 
aşa cum doreşte utilizatorul. Nu este necesar са să dám valori су pentru 
toate perechile origine-destinafie +—7; astfel elementele pentru care nu 
se introduc valori sint considerate ca infinite (ceea ce inseamná cá se pre- 
supune că între punctele corespunzătoare costului infinit, transferul nu 
este posibil). Fiecare origine trebuie, însă, să Не „legată” printr-un cost 
finit de una sau mai multe destinaţii. Setul de cartele al acestui capitol 
este format din: ` 

— о cartelă ,ínceput-capitol" care confine numai numele MATRIX 
perforat pe coloanele 1 la 6; | 

— una sau mai multe cartele, şi anume maximum m pînă la 


mx (întreg — + 1) cartele (dacă n nu se divide cu 4) sau m. »[4 (dacă n 


se împarte exact la 4), care conțin valorile с; si poziţia lor z, j in ma- 
tricea cost. Aceste cartele au structura „următoare: pe coloanele 5 la 
12 numele unui,punct-origine (linie 1), pe coloanele 15 la 22 numele unui 
punct-destinafie (coloană 7), pe coloanele 23 la 29 (aliniat pe 29) valoarea 
corespunzătoare liniei $ şi coloanei j precedente a costului c;; pe coloanele 
32 la 39 eventual numele altui punct-destinafie (altă coloană J’), pe coloa- 
nele 40 la 46 (aliniat ре 46) valoarea costului су, pe coloanele 49 la 56 
eventual numele altui punct-destinație (altă coloană 7”), pe coloanele 57 
Ја 63 (aliniat pe 63) valoarea costului с“, pe coloanele 66 la 73 even- 
tual numele altui punct-destinafie (altă coloană j'") si pe coloanele 74 
la 80 (aliniat pe 80) valoarea costului су" (v. fig. 6.6). Deci cartelele cu 
date ale capitoluului denumit MATRIX pot confine 1 pînă la 4 coeti- 
cienfi с), indicii 2 şi j fiind dati prin numele punctelor origine (4) şi 
destinație (7). 

Cartela ENDATA este, obligatoriu, cartela cu care se termină setul 
cartelelor cu date: Ea confine numai numele ENDATA perforat pe coloa- 
nele 1 la 6 şi prezența ei determină începerea calculului de rezolvare a pro- 
blemei. 


Indicarea erorilor detectate. Pentru fiecare eroare detectată, progra- 
mul imprimă conţinutul cartelei care a provocat detectarea erorii şi mesa- 
jul erorii. Astfel, erorile pot fi de trei feluri: erori majore care provoacă 
oprirea imediată a programului; erori majore care provoacă întreruperea 
programului numai după terminarea citirii datelor Я erori minore (care 
nu provoacă întreruperea programului). 

Dacă nu sînt detectate erori, atunci se imprimă mesajul PAS D 
ERREUR MAJEUR iar dacă sînt, se indică unul din următoarele mesaje : 

— în cazul erorilor majore care produc întreruperea imediată a 
programului ; f | 

DEBORDEMENT MEMOIRE [(їп cazul cînd memoria disponibilă a 
calculatorului nu este suficientă fpentru rezolvarea problemei puse), 

SOMME DEMANDES DIFFERENTE DE SOMME DISPONIBILI- 
TES (cînd sistemul de ecuaţii al restricțiilor este astfel formulat încît 
soluția nu este realizabilă). | 
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PAS РЕ CART NAME 
PAS DE CARTE ORIGIN 
PAS DE CARTE DESTINATION 
PAS DE CARTE MATRIX 
PAS DE CARTE ENDATA 
toate acestea în cazul în care cartelele ,, 
eronat perforate pe coloanele lila 4); 
— în cazul erorilor majore care pro 


datelor : 

DISPONIBILITE OU DEMANDE NEGATIVE (atunci cînd un 4; 
sau/şi b; a fost perforat cu semn minus pe cartelele din capitolele ORIGIN 
sau/şi DESTINATION), 

COEFFICIENT DE COUT NEGATIF (cînd o valoare din cartelele 


capitolului MATRIX are semnul minus), 
ERREUR DECODAGE VALEUR ENTIEREY (cînd o zonă pentru 


date numerice din cartele conţine un caracter altul decît o cifră zecimală, 


blanc sau semn + sau —), 
PAS DE COEF DANS MATRICE SUR LIGNE (numele liniei), 


. PAS DE COEF.DANS MATRICE SUR COLONNE (numele coloanei) 
(cînd pe o linie sau/şi coloană nu e nici cel puțin un cost су Я restricția 
S a,= 208 nu este satisfăcută) ; 


1 


inceput-capitol" au fost omise sau 


duc întreruperea după citirea 


— erori minore : 
ORIGINE DUPLIQUEE (a doua cartelă origine este ignorată), 
DESTINATION DUPLIQUEE (a doua cartelă destinație este igno- 


rată), 
ORIGINE INCONNUE SUR CARTE MATRICE (cartela matrice 
corespunzátoare este ignorată), 
DESTINATION INCONN UE SUR CARTE MATRICE (coeficientul 
corespunzător unei destinatii/coloaná necunoscute ре cartelă este ignorat) şi 
COEFFICIENT DEJA IN ITIALISE (se ignoră o nouă valoare а coefi- 


cientului ). 


Rezultatele prelucrării. Rezultatele programului ТКАМ SPOR sînt 


extrase din sistem prin intermediul imprimantei rapide. Rezultatele obti- 
nute cu acest program, de pe „listing”, sint următoarele : 

— în cursul citirii datelor: erorile detectate ; 

— după terminarea citirii datelor : segmentul de program ales pentru 
efectuarea calculelor de găsire а soluţiei optimale, adică ALGOI sau 
AL,GO2, prin tipărirea inducției DEBUT OPTIMISATION (ALGO!) sau 
DEBUT OPTIMISATION (ALGO2) (v. lista 6.5). Atragem atenția citi- 
torului că în cazul utilizării segmentului ALGO2, dacă există trasee 2--) 
interzise (pentru care nu 5-а indicat costul су şi astfel acesta а fost const- 
derat infinit), s-ar putea ca valorile considerate de АТ,СО2 са fiind „їшї- 
nite" (si anume 32 767) sá nu fie suficient de mari in raport cu celelalte 
date ale problemei şi, ca urmare, să se introducă în bază şi cuplul i=] 
nedorit. De aceea utilizatorul va trebui să verifice cu atenţie soluţiile obft- 
nute în acest Caz; | | 

_ $n cursul efectuării Мега Шог de găsire а soluţiei optimale (51 
numai dacă pe coloanele 9 la 12 ale cartelei NAME utilizatorul a perforat 
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cuvîntul IMPR): numărul iterației, perechea numelor origine-destinajie 
care indică variabila ce intră în bază, valoarea acestei variabile, perechea 
de nume origine-destinafie ce definesc variabila care iese din bază și va- 
loarea funcției obiectiv după executarea iterafiei curente (v. lista 6.5); 

— după găsirea soluţiei optimale (deci după terminarea calculelor) : 
lista variabilelor de bază (fiecare variabilă este definită prin perechea de 
nume origine-destinafie), numărul total de iterații, valoarea (minimă posi- 
bilă) a funcției obiectiv si matricea costurilor reduse imprimată linie cu 
linie (у. lista 6.5). Deoarece soluția optimală a fost găsită (altminteri 
nu s-ar fi făcut această imprimare!), elementele din matricea costurilor 
reduse nu pot fi decît pozitive sau nule (pentru variabilele din soluția de 
bază mai mari decit zero). 


Utilizarea practică. Programul TRANSPOR este stocat pe bandă 
magnetică sub forma imaginii disc a unei biblioteci IMT. Deci, pentru a 
putea fi utilizat, trebuie duplicată această, bandă pe disc cu ajutorul pro- 
gramului BIBLIOTHECAIRE. 

La marea majoritate a centrelor de calcul dotate cu sisteme FELIX 
С 256, programul TRANSPOR este deja transferat pe un disc magnetic 
(pe care, de obicei, sînt înregistrate pachetele de programe: MATHLIB, 
СЕЗТОСК şi PROGLIN, acesta din urmă conținînd şi programul TRANS- 
POR). În acest caz, se cere operatorului montarea fizică a pachetului 
de discuri ce conţine biblioteca de programe liniare PROGLIN (de exemplu, 
discul cu numărul 33) pe o anumită unitate periferică de discuri şi, prin- 
tr-o cartelă de comandă de tip ЕЕТСН, se aduce în memoria internă pro- 
gramul TRANSPOR din biblioteca PROGLIN (v. lista 6.5). 

Pachetul de cartele al utilizatorului va avea, în acest caz, următoarea 
structură : I 


coloana 1 coloana 11 
; JOB хххххххх,АМ:хххх,Р№:хххххххх 

** MONTATI DISCUL хх РЕ RDx 

STANDBY 

FETCH DV:RDx,LN:PROGLIN,EN:TRANSPOR, GN:1 

VN :1, UN :1 

я RUN 

datele problemei 


EOJ 


Ex. 6—15. Pentru a ilustra modul cum se utilizează programul de 
bibliotecă TRANSPOR, vom considera o problemă de transport (51 anume 
problema din Ex. 6—4) pe care o vom rezolva cu ajutorul TRANS- 
POR-ului. 

Notînd punctele origine (liniile) cu DEPOZITI, DEPOZIT? я DEPO- 
ZIT3 (іп loc de D7, D2 şi D3 cum sînt indicate în tabela 6—4 din 
Ех.6—4 şi aceasta numai pentru a exemplifica — credem noi mai elocvent — 
posibilitățile de identificare a liniilor şi coloanelor în cadrul programului 
TRANSPOR) si punctele destinaţie (coloanele) cu ЗТАТТА1, STATIA?, 
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..., STATIAS (în loc de 57, 52, ..., 55 cum sint numite în tabela 
6—4 din Ex. 6— 4), datele problemei, asa cum au fost formulate in exem- 


plul 6—4, sint urmátoarele : 
Tabela costurilor unitare de transport су 


unctele destinaţie 


p 
(coloane) 
STAȚIA 1 
punctele. origine 
(linii) 


STAȚIA 2 | STAȚIA 3| STAȚIA 4| STAȚIA 5 


DEPOZITI 3 5 2 3 2 
DEPOZIT2 1 8 4 8 5 
DEPOZIT3 2 8 1 2 3 
Disponibilităţile în punctele Necesarul la destinaţii (bj) 
origine (а;) STATIAI 8 
STATIA2 5 
DEPOZITI 16 STATIAS 7 
DEPOZIT? 8 STATIA4 4 
DEPOZIIS 6 STATIAS 6 


este indicat in formularul 


Aceste date se perforeazá pe cartele așa cum 
1 celorlalte cartele cu di- 


din figura 6.6, unde se poate vedea бі conținutu 

rective de comandă. 
Rezultatele, așa cum au 

în lista 6.5. După cum se v 


fost tipărite de imprimanta rapidă, sînt redate 
ede, s-a obținut aceeaşi soluție ca la Ех. 6—13 


Programul OPALINE 

n Accélérée de programmes LINEaires) este 
un program de firmá (CII) destinat rezolvárii problemelor de optimizare 
reprezentate prin modele liniare conținînd pînă Ја 1 500 restricţii, în funcție 
de configurația sistemului de calcul utilizat. 


OPALINE (OPtimisatio 


Modelul matematic al problemelor pe care le poate rezolva programul 
OPALINE este de forma: 


să se găsească vectorul coloană X, cu dimensiunea и", astfel încît : 


СХ = minim|maxim (6—57) 
АХ =В, (6--58) 
A,X > B, (6—59) 
A,X « B, (6—60) 
B, < A,X < B^, (6—61) 
x; limitat ie(1, 2, ..-, п} (6—62) 
unas : .2 . . 

С este un vector linie cu п’ elemente (coeficienţii funcţiei obiectiv) ; 
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А, А, Аз Я А, sînt matrice cu и’ coloane Я Mı, т», ms — respec- 
tiv — m, linii ale căror elemente sînt coeficienții necunoscutelor x din 
restricțiile modelului ; | 

в, B, В, Я B, sint vectori coloană си та, Ma, Ma Я —respectiv — 4, 
elemente reprezentate de termenii liberi ai restricţiilor. 

“Condiţiile de tip (6—62), de limitare a variabilelor, pot lua una din 


următoarele forme: 

> 0 — condiţia de nenegativitate ; 
x; > о; — variabile limitate inferior, 

x; < B; — variabile limitate superior, 
a 
x 


AX»: 


DU 


e 


% 


‚ < x, < В, — variabile dublu limitate, 
, oarecare — variabile libere, | 
unde ¿e (1, 2, ..., #). Ў 
Modelul de programare liniară prezentat sub forma (6—57), (6—58), 
.., (6—62) reprezintă „formularea externă” a problemei (externă din 
punctul de vedere al calculatorului) ; această formulare corespunde întocmai 
modului cum sînt acceptate datele unei probleme de programare liniară 
de către OPALINE. De aceea, utilizatorul trebuie să reţină că orice pro- 
blemă de programare liniară pe care vrea să o rezolve си ajutorul OPALI- 
NE-ului trebuie să Не formulată în forma externă (6—57), ..., (6—62). 
Pentru rezolvarea problemelor de forma (6—57), .... (6—62) prin 
algoritmul simplex, OPALINE-ul foloseşte o „reprezentare internă” sub 
forma canonică: - | : 


CĂ = minim|maxim 
AX — B E ` (6—63) 


0 < < в; ie(L2, ..., т} 


unde: С este un vector linie cu z elemente, А este o matrice cu m linii si 
n coloane, B este un vector coloană cu m termeni, iar X este vectorul coloană 
al soluției (cu и componente). 

о Repetăm faptul că utilizatorul nu este direct interesat de formularea 
internă (6—63) deoarece citirea tuturor datelor, precum şi imprimarea 
rezultatelor finale, se face exclusiv în formularea externă“. 


Caracteristicile generale ale programului OPALINE. Acest program 
este realizat în întregime în limbajul de asamblare specific sistemului IRIS 
(Limbajul ASSIRIS) şi reprezintă, în fapt, un cod pentru rezolvarea pro- 
blemelor de programare liniară pe baza metodei primale revizuite a algo- 
ritmului simplex, cu utilizarea. formei de produs a matricelor cu inversare 
implicită a bazei [34]. | 

În principiu, numărul maxim (teoretic) al restricțiilor ce pot fi „tra- 
tate” este de 4095, iar numărul variabilelor este limitat numai de fapt 


zile * Cunoașterea formulării interne poate prezenta interes numai pentru а iufelege anu- 
e rezultate intermediare, din cursul procesului de calcul (de optimizare a soluţiei din ite- 
тара precedentă celei în curs). 
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cá numárul total al termenilor пепиН ai matricei А din (6—63) trebuie 
sá fie mai mic decit 32 768. 

OPALINE-ul are o structurá modulará, fiind constituit dintr-un modul 
principal şi din 8 segmente care asigură următoarele funcţii: 

— citirea datelor problemei și creerea de fişiere standard interne 
(segmentele denumite prin LECDOI, LECDO2 şi LECDO3); 

— calculul iterativ de îmbunătăţire a soluţiei (optimizarea problemei) 
prin segmentele cu numele: INVI я ALGOI sau АІ,СО2; 

— transpunerea rezultatelor în reprezentarea externă si imprimarea 
lor (prin segmentele denumite IMP1 şi IMP2). 

OPALINE-ul creează două fişiere : unul cu acces direct pe disc DIAM 
şi altul fie cu acces direct pe disc DIAM, fie nedefinit cu organizare standard 
pe bandă magnetică (la alegerea utilizatorului). 

Utilizarea OPALINE-ului necesită un sistem de calcul FELIX (IRIS) 
cu următoarea configurație minimală : 

— unitate centrală FELIX C 256, 

— o unitate disc DIAM, 

— eventual un derulator de bandă magnetică (dacă utilizatorul cere 
creerea celui de al doilea fişier pe bandă magnetică); 

— un cititor de cartele perforate, 

— o imprimantă rapidă. 

Performanţele OPALINE-ului depind direct de disponibilitățile de 
memorie interná[din cauza numeroaselor masive (tablouri) cu care lucrează. 
Disponibilitátile de memorie internă, în măsura în care conduc la frecvente 
„consultări” ale fişierelor din memoria externă, determină în bună parte 
şi timpul de calcul. 

În ceea ce priveşte fişierele create de OPALINE, fișierul pe disc DIAM 
este un fişier de lucru, temporar, care confine matricea de optimizare, 
coeficienţii funcției obiectiv şi limitele variabilelor (necesită 14 octeti/ 
variabilă pentru datele iniţiale şi 6 octeţi/coeficient nenul al matricei іп 
curs de optimizare). Fișierul pe disc sau bandă (la alegere, printr-un para- 
metru indicat de utilizator în prima cartelă cu date) este creat de cele trei 
segmente de citire a datelor (LECDOI, LECDO2 si ТЕСООЗ) şi conţine 
toate datele inițiale sub o formă intermediară, precum şi baza curentă 
din timpul calculului (acest al doilea fişier este un fişier de „,păstrare” şi 
de ,reluare" pentru o nouă rezolvare a problemei). 


Dimensiunile problemei ce poate fi rezolvată cu OPALINE-ul depind 
de configurația sistemului de calcul (în special prin dimensiunile memoriei 
interne şi, eventual, ale discului DIAM). | 

Limitárile referitoare la memorie trebuie verificate în prealabil de 
către utilizator, pentru a vedea dacă problema sa (pe care o are de solufi- 
onat) poate fi rezolvatá cu calculatorul la care apeleazá. Verificárile de 
,dimensiuni" se fac aga cum se arată în continuare. 

1? În faza de citire: 

191. Limitári ale memoriei interne (principale). Ele sint de două fe- 
luri ; una depinde de structura programului şi este independentă de spațiul 
disponibil în memorie, iar cealaltă — din contră — depinde de disponibilitáfile 
de memorie. Depăşirea memoriei se poate produce în diferite momente 
ale fazei de citire a datelor. Trebuie verificate următoarele condiții : 
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— numărul total al termenilor nenuli (fie în matricea inițială, Не 1 
cea finală) să nu depășească 32 767 ; pan HEN 
— să fie îndeplinită următoarea condiție referitoare la disponibilul 


de memorie: 


45NVE + 3,5N R + 2,225NLC + 1,5NLIM < D — ВОР, 


in care: 
D = DM — DS — DP (DM — dimensiunile memoriei interne în cuvinte 
de câte 4 octeți, DS — dimensiunile memoriei ocupată de monitor Я DP — 
dimensiunile memoriei ocupată de programul OPALINE, care este de 
7140 cuvinte = 28 560 octeți), BUF = 768 cuvinte = 3072 octeți ce 
reprezintă dimensiunile tamponului de intrare/ieșire ale programului ОРА- 
LINE, NVE — numárul de variabile efective ale problemei inifiale (in 
reprezentarea externá, adică и’ din relațiile 6—57, ..., 6—62), NR — 
numărul de restricţii al problemei, № LC — numărul de linii citite (adică 
numărul de restricții + numărul funcţiilor libere) și NLIM — numărul 
de variabile structurale limitate superior. 

1°2. Limitári din punctul de vedere al discului DIAM. Pentru a putea 
stoca fişierul temporar, volumul necesar pe discul DIAM (în octeți) trebuie 
să satisfacă relaţia : 

6УТТ + 14N < (NSDIAM—4) x VS, 

în care: VS reprezintă volumul sectorului de disc (VS = 1 088 octeți), 
NSDIAM — numărul sectoarelor disponibile pe DIAM, N — numărul 


de variabile în matricea, finală a modelului de programare liniară ; МТТ — 


numărul total de termeni nenuli din matricea finală. Aceste limitări, cu 


privire la dimensiunile memoriei pe discul DIAM, nu sînt în general 
critice. 

1*3. Dacă utilizatorul alege, ca suport al fişierului de păstrare, banda 
magnetică, atunci singura condiție impusă pentru aceasta este ca ea să fie 
o bandă monovolum (fişierul se înregistrează pe o singură bandă fizică, 
de pe o singură rolă). j 

2° În faza de calcul (de optimizare а solufiei) : 

Această fază nu pune nici o problemă în ceea ce priveşte discul DIAM 
(deoarece acest disc nu este utilizat decît la citirea matricei finale). Deci, 
dacă dimensiunile discului DIAM au corespuns în faza de citire, ele vor 
corespunde şi în faza de calcul а soluţiei optime. 


{р această fază este utilizată memoria internă şi dimensiunile acestei 


memorii trebuie să fie suficiente pentru а putea conţine în întregime matricea 


inversă a modelului, ceea ce implică satisfacerea următoarei condiţii : 
6,5М + N + 25NTT + L5NLIM < D—BUF, 


unde notatiile au semnificaţiile arătate mai sus (la care adăugăm că M 
reprezintă numărul total de linii în matricea finală). Deoarece în formula 


de mai sus, pentru о problemă dată, toţi termenii sint cunoscuţi în afară 
de NTT, înseamnă că ea ne permite să determinăm o valoare limită supe- 
zioară a lui МТТ (numărul total al termenilor pe care îi poate avea, in 


timpul calculului, matricea inversă). 
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Dacă se utilizează in OPALINE segmentul ALGO!I (în locul lui АТ,СО2), 
cînd matricea iniţială se introduce tot în memoria centrală, trebuie respec- 
tată condiţia : 


65 M + N +25NTT + LSNTNI + 1,5NLIM < D, 


unde NTNI reprezintă numărul de termeni nenuli din matricea inițială 
ce trebuie optimizată (inclusiv variabilele de ecart). 

În cazul depășirii memoriei, este inutil să se mai reia executarea pro- 
gramului, deoarece memoria nu are dimensiunile necesare problemei de 
rezolvat. 

3° în faza de editare: 

În această fază trebuie ca, din punctul de vedere al memoriei interne 
(centrale), să fie satisfăcută condiţia : 


3,5NR + 3NVE < D — BUF, 
iar din punctul de vedere al discului DIAM, condiția : 
GNTNI + 22 N + 8M < (NSDIAM — 8) x VS(în octeți). 


Prezentarea datelor. Datele unei probleme de. programare liniară, 
rezolvată cu ajutorul OPALINE-ului, se introduc în -sistemul de calcul 
prin cartele perforate. Datele sînt organizate sub forma unor ,capitole", 
fiecare capitol fiind format dintr-un grup de cartele perforate (prima cartelă 
a unui grup este cartela, care definește capitolul și poartă numele de carte- 
lă-comandă, iar restul de cartele, ce urmează după prima, sînt cartelele 
cu datele efective ale problemei corespunzătoare capitolului). 

În cazul în care programul OPALINE este utilizat în „mod creație”, 
adică la rezolvarea ,,de 1а inceput" a unei probleme, cu toate datele sale,* 
„„capitolele” cu datele de intrare sint, în ordine, următoarele: NAME urmat 
de OPTIONS urmat obligatoriu de ROWS urmat obligatoriu de COLUMNS 
urmat de RHS urmat de RANGES urmat de BOUNDS urmat obligatoriu 
de ENDATA urmat obligatoriu de MINI sau MAXI urmat de BASIS şi 
încheiat obligatoriu de START. Absența, din cartelele cu date, a unui 
capitol indicat mai sus ca necesitînd o prezență obligatorie, determină 
oprirea programului. 

21% Capitolul NAME este format dintr-o singură cartelă care are 
următoarea structură : 

— pe coloanele 1 la 4 se perforează cuvîntul NAME 


— pe coloana 8 se.perforează litera B dacă utilizatorul doreşte ca 
fişierul de păstrare să Не ре bandă sau „Ыапс” (nici o perforafie) dacă 
utilizatorul folosește discul DIAM pentru fişierul de păstrare 

— ре coloanele 9 1а 12 se perforează un număr cuprins între — 999 
şi 9999 prin care utilizatorul poate să-și identifice problema (în „modul 
creație” de utilizare а OPALINE-ului acest număr nu este necesar) 


* OPALINE-ul mai poate fi utilizat și in ‚modul reluare”, prin care se continuă 
rezolvarea aceleiași probleme sau a unei probleme similare dedusă din cea iniţială (cu anumite 
modificări relative la funcţia obiectiv sau la limitele variabilelor). În această prezentare a 
OPALINE-ului nu am avut în vedere decît utilizarea în „mod creaţie”. 
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— ре coloanele 13 1а 80 se perforeazá titlul programului (prin cel mult 
68 de caractere alfanumerice), care va fi reprodus in capul fiecárei pagini 
a jlisting"-ului cu rezultate. 

în modul de utilizare ,,creafie", cartela NAME nu este obligatorie ; 
în lipsa ei (sau dacă pe coloanele 13 la 80 ale cartelei NAME nu se indică 
nici o denumire), titlul imprimat pe listing” va fi SIMPLEXE СП 
OPALINE 42 D 

2? Capitolul OPTIONS, care este facultativ, se utilizeazá numai 
pentru a modifica anumifi parametri ai rulării prin OPALINE care, alt- 
minteri, au anumite valori standard. Acest capitol poate fi format din 
cartela-comandá, care are structura: 
.' — pe coloanele 1 la 7 зе perforeazá cuvîntul OPTIONS 
si din 11а 12 cartele cu valorile impuse parametrilor de rulare, care 
au structura: > 

— pe coloanele 1 la 4 se perforează numele parametrului 

— pe coloanele 17 la 20 se perforeazá valoarea impusă de utilizator 


parametrului (in afará de cartela LIST pe care, pe coloanele 17 1а 20, ве. 


lasă blanc). | { ©. 
Parametri de rulare si valorile lor standard (considerate din oficiu 


dacă nu se introduc cartele de OPTIONS) sînt următorii : 


ITER (numărul maxim de iterații) 1 000; 


REIN (frecvența maximă a reinversárilor) 50; 

FREQ (frecvența imprimării iterațiilor în {сигз de execuţie) 0 (nici 
una). Dacă utilizatorul doreşte să (Не cum evoluează proble- 
ma de la о iterafie la alta, poate solicita (printr-o cartelă 
FREQ) 1 pînă la 10 000 de imprimări intermediare ; 

SOUS (numărul de coloane multiple alese ca vectori de intrare in 
bază) 1; 

CYCL (numărul maxim de iterații înaintea unei ciclări) ; 

PIVM (valoarea limită sub care în cursul optimizării un pivot, luat 
în valoare absolută, este considerat ca fiind nul) — 6 (ceea ce 
reprezintă valoarea 10 5); 

TZER (valoarea limită sub care depășirea limitei unei variabile este 
considerată nulă) — 7 adică 1077; 

TCOS (toleranța pentru care un termen c; — F;|v. Metoda simplex. 
p. 33/ este considerat negativ) — 5 adică 103; 

EPSM (toleranța în calculul vârfurilor soluţiei ; dacă A+B < EPSM х 
x |A| vîrful A + B este anulat) — 10 adică 10%; 

'TECO (valoarea sub care orice termen calculat este considerat nul) — 12 
adică 107; 

TPIV (valoarea limită sub care în cursul inversării cu pivot, luat în 
valoare absolută, este considerat nul) — 6 adică 10%; 

LIST (prezența acestei cartele, într-un capitol OPTIONS, face ca 
în faza de citire a datelor să se imprime lista variabilelor şi 

. & restricţiilor). 


289 Capitolul ROWS, care este obligatoriu, defineşte liniile modelului 
problemei (funcția obiectiv si restricţiile). El este format din cartela — 
comandă (prima), care are structura: 
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— pe coloanele 1 la 4 perforat cuvintul ROWS 
si din cite o cartelá pentru fiecare Ише а problemei, care are structura: 

— pe coloanele 2 si 3;simbolul naturii liniei 

— pe coloanele 5 la 12 numele (alfanumeric) al liniei aga сит alege 
utilizatorul. 

Simbolul care indică natura liniei modelului este: 

N pentru funcţia liberă (aga cum este orice funcție obiectiv), 
С pentru restricțiile; de tipul > (mai mare sau egal), 

L pentru restricţiile de tipul < (mai mic sau egal), 

E pentru restricţiile de tipul = (egal). 

4? Capitolul COLUMNS, care este obligatoriu, definește variabilele 
naturale (din modelul în formă externă) şi conține valorile coeficienţilor 
matricei modelului (numai valorile nenule) în ordinea „coloană după coloană”. 
El este format din cartela-comandá (prima), care are structura: 

— pe coloanele 1 la 7 perforat cuvîntul COLUMNS 
si cartele cu valorile coeficienţilor (una sau două valori pe о cartelá), care 
au structura: 

— pe coloanele 5 la 12 perforat numele (alfanumeric) al coloanei 

— pe coloanele 15 la 12 perforat numele unei linii (așa cum a fost 
definit în capitolul ROWS) 

— pe coloanele 25 la 36 perforată valoarea (in format F) а coeficientu- 
lui care se găsește pe coloana şi linia definite anterior, pe coloanele 5—12 
(coloana) si 15—22 (linia) | 

— facultativ, pe coloanele 40 la 47 perforat numele altei linii 

— facultativ, pe coloanele 50 la 61 perforată valoarea (în format 
F) a coeficientului aflat pe coloana definită pe cîmpul 5—12 și linia din 
cîmpul 40—47. 

Se introduc atîtea cartele (după cartela-comandă COLUMNS) cîte 
sînt necesare ca să prezentăm toți coeficienții nenuli ai modelului. Denumirea 
coloanelor (prin 1 la 8 caractere alfanumerice) se face de către utilizator. 

5? Capitolul RHS, care este facultativ, se utilizează pentru prezentarea 
valorilor termenilor din membrul drept al restricțiilor (elementele matricei 
B). Sint perforafi pe cartelele RHS numai termenii nenuli din membrul 
drept. Prima cartelă a acestui capitol este cartela-comandă cu struc- 
tura: 

— pe coloanele 1 la 3 perforat cuvîntul RHS 
care este urmată de atîtea cartele cite sînt necesare să se indice toți coefi- 
cienfii nenuli din membrul drept al restricţiilor, perforaji cîte unul (sau 
doi) pe cartele cu structura: 


— pe coloanele 5 la 12 perforat numele alfanumeric dat membrului 
din dreapta al restricţiilor 


— ре coloanele 15 la 22 perforat numele unei linii (așa cum a fost 
definit în capitolul ROWS) 


— pe coloanele 25 la 36 perforată valoarea coeficientului din membrul 
drept aflat pe linia indicată în cîmpul 15—22 


— facultativ, pe coloanele 40 la 47 perforat numele altei linii 
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— facultativ, pe coloanele 50 la 61 perforatá valoarea coeficientului 


din membrul drept aflat pe linia definită în 
cîmpul 40—47. 


Dacă capitolul RHS lipseşte din cartelele cu date, se consideră din 
oficiu că membrul din dreapta al restricțiilor este format numai din 
termeni nuli. 

6° Capitolul RANGES, care este facultativ, defineşte (dacă este 
prezent) restricțiile cu două limite simultane (inferioară Я superioară). 
Prima cartelă a acestui capitol este cartela-comandă care are structura: 

— pe coloanele 1 la 6 perforat cuvîntul RANGES 
după care urmează cartelele cu valorile de ecart (una sau, facultativ, două 


valori pe о cartelă) de forma: 


— pe coloanele 5 la 12 perforat numele grupului RANGES (acest 
nume este, însă, ignorat de program) 


— ре coloanele 15 la 22 numele liniei restricție cu două limite (aşa 
cum este definit în capitolul ROWS) 


— pe coloanele 25 la 36 perforată valoarea ecartului (în format F) 


— facultativ, pe coloanele 40 la 47 perforat numele altei linii restricție 
cu două limite 


— facultativ, pe coloanele 50 la 61 perforată valoarea ecartului corespun- 
zător liniei indicată în cîmpul 40—47. 


7° Capitolul BOUNDS, care este facultativ, definește (dacă este 
prezent) limitele unor variabile ale modelului. 

Să reținem că variabilele sînt presupuse, implicit, pozitive sau nule 
(deci cu limita „ша! mare sau egal cu zero"); de aceea, numai pentru 
variabilele care au alte limite (decît cea considerată implicit) acestea tre- 
buie definite printr-un grup de limite în capitolul BOUNDS. 

Structura capitolului este următoarea : о cartelă-comandă avînd per- 
forat pe coloanele 1 la 6 cuvîntul BOUNDS urmată de una sau mai multe 
cartele cu valorile limitelor, fiecare avînd: 


— ре coloanele 2 şi 3 perforat tipul limitei (adică unul din cuvintele: 
LO pentru >, UP pentru <, FX pentru 
variabilele fixe sau FR pentru variabilele 
libere) 


— pe coloanele 5 la 12 perforat numele grupului de limite (un cuvînt 
cu 1 la 8 caractere alfanumerice) 


`— pe coloanele 15 la 22 perforat numele coloanei (asa cum a fost 


definit in capitolul COLUMNS) corespun- 
zátor variabilei considerate 


pe coloanele 25 la 36 perforatá valoarea limitei (in format F). 


93 


СЕ Scanned with OKEN Scanner 


_ În cazul unei variabile libere (tipul FR), valoarea perforată pe coloanele 
25 la 36 este ignorată, deoarece în acest caz са nu are nici o semnifi- 
cafie. 

8? Cartela ENDATA (a cărei prezenţă este obligatorie) indică sfîrşitul 
pachetului de cartele cu datele problemei. Ea confine cuvîntul ENDATA 
perforat pe coloanele 1 Ја 6. 

‚ 9° Cartela pentru indicarea modului de optimizare prin functia obiectiv 
(adicá minimizare sau maximizare) este o cartelă obligatorie si are urmă- 
toarea structură : 


— pe coloanele 1 la 4 perforat unul din cuvintele MINI sau MAXI 


— pe coloanele 9 la 16 perforat numele funcției de optimizat (asa 
cum a fost definit in capitolul ROWS) 


— pe coloanele 21 1а 28 perforat numele membrului din dreapta al 
restricţiilor (cel definit în capitolul RHS) 


— pe coloanele 33 la 40 perforat numele grupului de limite (corespun- 


zător numelui folosit în capitolul BOUNDS). 


10° Capitolul BASIS, care este facultativ, permite să se definească 
coloanele ce vor fi considerate inițial ca bază. El este format din carte- 
la-comandă (avînd cuvîntul BASIS perforat pe coloanele 1 la 5) si una sau 
mai multe cartele care conţin variabilele ce intră în baza inițială (o variabilă, 
perforată pe coloanele 3 la 10, sau facultativ două pînă la opt variabile 
pe cîte o cartelă, a două variabilă ce intră iniţial în bază perforindu-se ре 
coloanele 13 1а 20, a treia variabilă — pe coloanele 23 1а 30, ... бі а opta 
variabilă — pe coloanele 73 la 80). | 


Dacă capitolul BASIS lipseşte, atunci baza inițială este aleasă automat 
de programul OPALINE (prin modulul său de „crashing””). 


=E 11° Cartela START, a cărei prezență este obligatorie pentru a comanda 
începerea operațiilor de optimizare a funcției obiectiv, conține cuvîntul 
START perforat pe coloanele 1 la 5. 


Modul de utilizare. La majoritatea centrelor de calcul care sînt dotate 
cu sisteme FELIX C 256, programul OPALINE este catalogat în biblio- 
teca PROGLIN pe un disc magnetic; de aceea, pentru rezolvarea unei 
probleme de programare liniară, mai întîi trebuie apelat în memoria centrală 
programul OPALINE. Aceasta se face cu ajutorul unor directive (cartele) 
de control care preced pachetul de cartele cu date. Prin aceste directive se 
asigneazá si cele două fişiere utilizate de program: 

— fişierul de ,,pástrare" (pentru datele si rezultatele finale) IDX К 
denumit OPAI, care poate avea ca suport discul magnetic sau banda mag- 
neticá (la alegerea utilizatorului, ceea ce înseamnă că există două variante 
de cartele de control); 

— fişierul de lucru (pentru stocarea intermediară a rezultatelor, nece- 
sare calculului iterativ) IDX I, cu numele TRAV situat (obligatoriu) pe 
disc magnetic. 
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Astfel, in cazul folosirii discului ca suport pentru ОРАТ, (fişierul de 
„păstrare”) cartelele utilizatorului au structura: i d 


coloana 1 coloana 11 


| 
JOB OPALINE, АМ :xxxx,PN :хххххххх 


** MONTATI DISCUL ххх РЕ RDm 
STANDBY | | 
БЕТОН DV:RDm,LN:PROGLIN,FN:OPALINE, СМИ, 
VN :1,UN :1 | | | 
INIT DV :RDn, VS :000001 

` ALLOC DV: RDnEN:'OPAL', SZ :ij, AM :ANY 
ASSIGN K,DV :RDn | 
LABEL К,ЕХ ;OPAL/,AM :OFL 
INIT DV :RDp, VS :000001 = 
ALLOC DV :RDp,FN 'TRAV,SZ ij, AM :ANY 
ASSIGN L, DV :RDp : 
LABEL ІЕМ ТВА, АМ :OFL 
RUN 


+ disc 


NAME 
- datele problemei 
START | 
. EOJ 


Ín cazul folosirii benzii magnetice ca suport pentru OPAL, cartelele 
de control marcate mai sus cu } disc se inlocuiesc cu cartelele : 


coloanal coloana 11 
1: | | 
INIT DV :MTn, VS :000001 
ASSIGN E,DV :MTn bandá 


LABEL KFN "ОРАТ/, АМ :OFL 


іп cele de mai sus, simbolurile ж reprezintá caractere alfanumerice 
alese de utilizator, iar m, n, p, í Şi j reprezintă cifre zecimale (m, % бі ф 
numerotează unitatea periferică de memorie externă, iar 4 şi numărul 
de cilindri rezervaţi pentru fişier pe disc). | 

Modul de prezentare a rezultatelor, precum si unele din mesajele sis- 
temului cu privire la lucrarea efectuată, pot fi deduse din lista 6.6 obfi- 
nută pentru problema din Ex. 6—16, exemplu cu care încheiem acest 
capitol. 
Ех. 6—16. Vom ilustra modul cum se utilizează practic programul 
OPALINE folosindu-l 1а rezolvarea problemei din Ex. 6—5. КЕ 
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7 — Aplicaţii inginerești ale calculatoarelor — vol. II. 


` 


Potrivit relaţiilor (6—33) я (6—34), modelul pe baza cáruia së va 
{асе optimizarea este urmátorul: | MT қ 


0,585.x, — 0,762.х, — 0,683.x, = min ` E (0) 
l- а Fd e SAL. > 4,914: ЖҮЗБЕН 
1 Xp В1 ма + 0,75 «м5 < 5,923 : - dec tes. (2) 
Dies. 0,75 کو‎ 5,505 : 148) 
И 09 -F06 x, «288 . 10) 
la care se adaugá si condiţiile : NEESER 24 MEE 
X «$446 ^.^ zx,«151] ^"  ^-x,« 1954 00206) 
ži > 1,602 "а> 1207. ° за > 0,699 


Deci, în forma за externă, modelul are cinci linii : funcția obiectiv. (0), 
resiricfia (1), vestricfia (2), ..., . restricţia (4) şi limitele (5); precum și trei 
coloane (potrivit necunoscutelor х1, x; Și хз) şi coloana, membrului din dreap- 
ta. Acest model confine toate datele de intrare (datele problemei), care 
vor fi perforate pe cartele aşa cum rezultă din formularele prezentate în 
figura 6.7. (care reprezintă, in ordine, toate cartelele necesare pentru utili- 
zarea OPALINE-ului la rezolvarea problemei de ша! sus). Pentru desem- 
narea liniilor, coloanelor și condițiilor modelului (0), (1), ..., (5) am utili- 
zat numele: OBIECTIV, RESTR 1, RESTR 2, ...,. RESTR 4 (pentru 
linii, Ја capitolul ROWS), X1, X2 я X3 (pentru coloane, la capitolul CO- 
LUMNS), DREAPTA (pentru termenul din dreapta al modelului, la capi- 
tolul RHS) si LIMITA (pentru condiţiile (5), la capitolul BOUNDS). 
Aceste denumiri pot fi alese de către utilizator şi altfel (noi le-am dedus 
din denumirile generale ale modelului, cele scrise cursiv mai sus). 

Rezultatele problemei, aşa cum au fost tipărite de imprimantă, sînt 
prezentate în lista 6.6. Soluţiile optimale (extrase cu numai 3 cifre 1а partea 
fracționară) sint: . - 4 » Ad E 


ху = 1,602 
x, = 1,511 
Хз — 1,954 


pentru care minimul funcției obiectiv este —1,549. 7-05 i | d 
Tinind seama de expresiile (0) де mai sus și (6—32) si (6—33) din 
Ех. 6-5, rezultă că mărimile care descriu procesul de strunjire, a filetului 
Ja sapele de foraj cu trei role au următoarele valori optimale (in condițiile 
problemei) : . | | | 


4 араг Orem | 
* 1 ы Ж и о Е dir Ы 1 | 
100280 UM | 

с а | : a Pp 
= — al = 0,9 mm rot, 

S то alg Хз i | | 


pentru. care. cheltuielile au valoarea minimă, „adică. с, = alg 2 d 
= alg (—1,549 — 0,098) = 0,444 < 0,50 lei/sapá (deci, costul total al Пе- 
tării este де 444 lei 1а o mie de sape). | | s "li 


98 


СЕ Scanned with OKEN Scanner 


ıauue2s NIYO Чим рэцие25 Ж) 


9'9 231517 


49:94 (/) 34088 дуи dual : Р 
23143 S3]lUüVIOVA UN 


41$ $3411v93N4 м: 
ANÎ $3111V93N4 А - 
53111У94 : - 
5З1КТУНІМ02 1VICa YN 
580111802 UN 
$34911 1У101 8N 


ме OMe 


31VILINI 32IBNiVU 


галп-антлудфо #ануїтлтїп NIYA S-9*X3 NIQ 1331804 Ya3xvA1073N 


р ` 


5 Ë ча : $883NNOU 530 3801231 10830 


1810-3871У40 үзнуттлтїп NIXA G-9*x3 YIO I3H3180ud узнултотзн ? 


03149165 12811У40 

> аш к f ПУ 
EDEA ANTALT TEIT ph l38v1 

, ө Е08:Л041 N9ISSV 
; ; T дим LJe ЛУ, NI EGSA 107117 

` TRECE T х; š tLC00aciSA*'gQu$AO LINI 
Р - ° 1440:uV',11740,*43*» 138V1 
| 0944:Л243 › 9155 
МУН" 2: 28% „ТУЧ, 13 "ооа: ло 2011У 
; 1000л0%25А7%2442/0 LINI 
КМП Е МА LiNn'3NTAvwdOTN4*NI39QUATNT* LQu:AQ Н2133 

у E LHONYLS 

"от 90A 92910119189 Qr]t1J)HAaJ $$ 102610 Lay за 1амачОи +» 
YJNYÝYWTNdWI УЛ 1041724 YONYY 1191404 ++ 

ТИПО ната ча "обоза чу? акт ту 40 яаг 


" 
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Capitolul 7 
APLICAȚIILE PROGRAMĂRII NELINIARE 


O problemă de programare neliniară, denumită program neliniar, este 
o problemă de optimizare în care intervin modele neliniare, adică reprezen- 
tări matematice unde cel puţin o funcţie. nu este liniară. 

Acest capitol a fost conceput în așa fel încît să se arate cum se formu- 
lează un program neliniar aferent unor activități inginerești practice şi 
cum poate fi el solufionat, în mod efectiv, prin utilizarea tehnicilor de 
calcul automat de care dispunem în prezent 


7.1. PROGRAME NELINIARE 


După cum se știe, în orice activitate inginerească, o problemă de opti- 
mizare se formulează pe baza următoarelor elemente : 

— un sistem ce trebuie condus; 

— un obiectiv ce trebuie atins cu ajutorul sistemului ; 

— o mulțime de comenzi admise; 

— 0 măsură a eficienței de realizare a obiectivului urmărit. 

Un proces chimic constituie un exemplu important de sistem ce trebuie 
condus. În reactorul chimic din figura 7.1, а se presupune că se desfășoară 
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reacția А — В — С. Produsul B care se obţine constituie obiectivul urmárit 
ОБйпегеа acestui produs la nivelul calitativ si cantitativ dorit se realizează 
prin modificarea „într-un mod corespunzător” a debitului de materie 
primă Q, şi a temperaturii din reactor Т, care în cazul de față constituie 
comenzile U. Debitul de materie primă 51 temperatura пи pot lua orice 
valori, ele sînt supuse unor restricţii atit în ceea ce priveşte valorile minime 
cît şi cele maxime. 

Obţinerea produsului В trebuie însoțită de anumite condiţii de efi- 
cienfá tehnică şi economică. Un exemplu în acest sens poate să îl reprezinte 
prețul de cost care trebuie să fie minim, sau cantitatea din produsul princi- 
pal B, care trebuie să fie maximă. | 

Sá presupunem cá s-au determinat valorile debitului de materie primá 
бі temperaturii pentru care produsul principal В se obfine la conditiile de 
calitate impuse si cu un preț de cost minim. Aceste valori au rezultat pentru 
anumite valori ale perturbafiilor: compoziţia si temperatura materiei pri- 
me, debitul, temperatura, și presiunea agentului termic etc. Atunci cînd 
valorile acestor perturbații se modifică, rezultă. o nouă stare a sistemului 
care, bineînțeles, nu va mai fi optimă. În condițiile altor valori ale pertur- 
bafilor trebuie determinate noi valori pentru comenzi, astfel încât prețul 
de cost :să fie din nou minim. e flm: iw. de 

Punerea si rezolvarea problemei in acest mod are semnificaţia unui 
optim în regim static; avem de-a face cu o problemă de optimizare. statică. 

Sistemele fizice pot fi reprezentate formal ca în figura 7.1, b, unde 
х; reprezintă vectorul comandă, »:-dimensional, x, — vectorul perturbație, 
p-dimensional si x, — vectorul ieşire, n-dimensional. Modelul matematic 
în regim static, pentru un asemenea sistem, se exprimă cu ajutorul relației 
vectoriale: г - - ^i | 

f X, = Ех, Хр), 
sau relațiilor scalare: 


Xek = Е (Ха, Жо, eo... Kims “рі, Apa, e... рр), 3. A (7—1) 
| (k = 1, 2, f) | 


iar măsura de eficiență a conducerii procesului prin funcţia : 


ф(х, Xi, Xp) = ERT Ж„о, ..., Xen) Ха, X io, ..., Xim» X51 Жо» .. „ЖЬ 
| i | (7—2) 
АНЕ componentele vectorului x, cît si cele ale vectorului x; sint supuse 
la restricţii fizice exprimate prin relațiile : | JN 
q; (x,, X;, Xp) = Фа, АТ А <e, Хелу Ха, Ж, 7:4 43 Kim, Хр, рэ, - БА. Хрр) < 0. 
| | ! (7—3) 

(j = 1,2, 4..0 пъ. k 
Ínlocuind relafiile (7—1) ale modelului matematic in (7—2) Я (7—3) 
se obține: kusaqa | 


ф(х„ Хо ху) = ф(Ё(х,, xj), Хо Хр) = f(x; Хр); (7—4) 
g;(x,, Хо Хр) = ФДЕ(хь Хо), Хо Хр) = е хо Xp) < 0. (7—5) 
(12.4) 
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‚ Си aceasta, problema de optimizare in regim static а 
Нора 7.1, b poate fi formulată astfel: я вар ur 

Să se determine minimul (maximul) funcției, (7—4) în condițiile exis- 
tentei restricțiilor (7—5). 

Observăm că atît funcția de eficiență (7—4), cît si restricțiile (7—5) 
conțin ca variabile independente componentele vectorului x, si vectorului 
perturbatiei x,. Diferența dintre componentele vectorului comandă X; şi 
componentele vectorului perturbatie x, constă în aceea cá asupra primelor 
se poate acționa, modificîndu-le după necesitățile „operatorului. Asupra 
componentelor vectorului x, nu se poate interveni în mod deliberat; ele 
„pot fi în cazul cel mai bun măsurate. Există desigur și componente ale 
vectorului x, care nu pot fi măsurate, dar în cele ce urmează nu vom lua 
în discuție acest caz. 

- Rezolvarea problemer de optim [7 — —4), (7—5)] se efectuează în felul 
următor: 


219 pentru anumite valori ale componentelor vectorului Xp, funcțiile / 
51 & vor Чергаде numai de componentele vectorului х; 


тіп(тах) Р(х,) в (7—6) 


g(x;) < x _ (7—7) 


29 se rezolvă problema de optim (7—6), к 7), obfinindu-se extremul 
funcției f in condițiile prezenţei restricţiilor g;; 

3° atunci cînd componentele vectorului x, iau alte valori, se repetă 
punctele 1? şi 2°. 

În figura 7.2 este ilustrat cazul unei probleme de minim la care vectorii 
x, şi x, sînt unidimensionali, iar restricțiile р (х;) de forma хи < x; < Xim- 
Pentru cazul Хр = Хро, minimul funcției de eficiență este fo, deci coincide 
си minimul problemei fără restricţie, în timp ce pentru x, = Xp, minimul 
este fa, diferit de minimul fără restricții fz. 

În cazul al doilea, soluția problemei este limitată de valoarea maximă 
admisă pentru comandă x, = Хм. Minimul fa este un optim си restrict, 
în timp ce minimul f; este un optim liber. 

În cele ce urmează se vor avea 
în vedere probleme de optimizare 
aduse la forma (7—6) şi (7—7). Pentru 
simplificarea notatiilor, vectorul x; va 
fi notat prin x. Deoarece: 

"max f(x) = — min [—/(х)], (7—8) 
rezultá cá oricare problemá de maxi- 
mizare poate Н pusă sub forma unei 
probleme de minimizare, 

De obicei variabilele жі, Хо, ..., X» 
sint supuse și condițiilor de pozi- 
tivitate : 

> 0, Xa Ж 0,..., x m Z > 0, (= -9) 


acestea rezultind din sensul lor fizic 
in probleme concrete. | 
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Cu aceste observaţii, problema [(7—6, (7—7)] se scrie simbolic sub 
forma : N 
min (f(x) | g(x) < 0, x > 0). (7— 10) 


Soluţia problemei (7— 10) se va nota cu x, iar valoarea minimă a funcției 
de eficiență f(x). 

Deoarece restricţiile g(x) < 0 si funcția de eficiență f(x) sînt neliniare, 
problema (7—10) este denumită problemă de programare nelimiară (sau, 
pe scurt, program neliniar). Pentru probleme de programare neliniară puse 
sub această formă foarte generală nu se cunosc, pînă în prezent, metode 
generale de rezolvare. Rezultate bune s-au obținut pentru subclasa proble- 
melor (7-10), la care funcţiile g(x), у = 1, 2, ...,7 si f(x) sint funcții 
convexe. 

Astfel de probleme sînt cunoscute sub numele de programe convexe. 

Un caz aparte îl constituie subclasa problemelor (7— 10), la care funcţiile 
g(x) sint liniare, iar funcţia de eficiență f(x) este păzratică. Asemenea 
probleme sînt numite programe pătratice. Desigur că programarea pătratică 
este un caz particular al programării convexe, constituind un domeniu 
în care s-au obținut în ultimii ani rezultate fundamentale. 

Deoarece conceptul de convexitate are o importanță deosebită pentru 
problemele ce vor fi expuse în continuare, vom reaminti cititorului noţiunile 
де mulțime convexă şi funcție convexă. 

Definiţia 1. Fie punctele хі, x, € R". Mulțimea [X, x,] se numeşte 
segment даса: 


[n xx] = {хе Rx = Ах, + (1 — 3x, 0« à «1j  (7—11) 


Mulțimea ХС К” se numeşte convexă dacă pentru oricare două 
puncte x, x, € R” există [x, x,] C X. 

Prin [x, х,] s-a notat segmentul care unește punctele X, şi x,. . 

Definitia 2. Fie mulțimea convexă X C R". Funcţia f: X — К se 
numește convexă dacă: 


f(x, + (1 — 2)xj) < Жж) + (1 — А) (xs), (7-12) 


pentru oricare хі, X, e X Я orice 2,0 < à < 1. 

O funcție f se numește concavă dacă —f este o funcție convexă. 

O funcție liniară este atît convexă cât $1 concavă, însă nici strict convexă, 
nici strict concavă. 

În figura 7.3 este ilustrată sugestiv proprietatea de convexitate a unei 
funcții, pentru cazul unidimensional. 


р 


Problema Lagrange. Este cunoscutá si sub denumirea de problema cla- 


sicá а minimului cu legături. Pentru acest gen de probleme, restricţiile (7 1) 
sint in forma de egalitate: 


g(x) = 0, (2—19) 
fapt pentru care problema (7—10) аеуше: 
min {f(x)| g(x) = 0). (7—14) 
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r=) 


Af(,) + (1-1) (2) 


Ах + (1-1) х, ) 


42,%(1-4)5, 
Ғір. 7.3 


„Se presupune că funcţiile f si gj ] = 1,2, ..., 1 admit derivate de 
ordinul întîi in raport cu toate variabilele х, t= 1,2,..., m. 


Pentru rezolvarea problemei de minim (7—14) se alcătuieşte funcția 
Е: R+" К (denumită si lagrangean) : 


1 
F(x, п) = f(x) + 2” их), (7—15) 
in care па, Us, ..., и, sint multiplicatorii Lagrange. 


Condiţia necesară de minim a funcției, (7—15), constă în anularea 
derivatelor parțiale de ordinul întîi: 


1 
эт = vu E =0, @=1,2,... m); 


; (7—16 

дх; дж j=l м 1 | 
Жыз a E) pp 227, (7-17) 
ди; 


Relaţiile (7—16) я (7—17) conțin m + 1 ecuaţii, fapt ce permite 
determinarea celor m + | necunoscute. Aceste relații reprezintă numai 
condiţiile necesare de minim ; ele sînt şi suficiente numai în anumite cazuri 
particulare, 


Ех. 7—1. Să se rezolve problema [5]: 
min {xî + ж | xî + 4% — 4x, — 12 = 0). (7—18) 
Lagrangeanul acestei probleme este: 
F(x,, Xa, U) = а + «(xî + 4м — 4x, — 12) = 
= x: ра и (а, — 2) 44 — 16]. (7—19) 
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f Derivatele parțiale ale funcție: F in raport си хо x, si и conduc la 
sistemul : 


2x1 + 2(x, — 2)# = 0; 
(x, — 2)? + 4% — 16 = 0. 


Sistemul (7—20) are patru soluţii. În tabela 7—1 sint prezentate atit 
valorile acestor soluţii, cît și valoarea funcției de eficiență pentru fiecare 
caz în parte. ны | 

Din calculul direct al valorii funcţiei de eficiență se observă că punctele 
C şi D reprezintă minimuri absolute, punctul В — maxim relativ, iar рипс- 
tul A — maxim absolut (fig. 7.4). . . i 


2 Tabela 7—1 
Solutiile problemei (7 —18) 


" 6 —2 —2/3. 

| ож 0 0 2 538 | —2 58 
u —3[2 EAT ZU. » 
f 36 m orhara ° | eo 39479 x 


Dacă funcția de eficiență f este convexă, iar restricțiile g(x) sint liniare, 
se demonstrează că relaţiile (7—16) şi (7—17) sînt я suficiente. În acest 
sens, prezentăm exemplul următor... 

Ex. 7—2. Să se rezolve problema : 


min (22 -+ 0,7522 + 0,444238 --0,18722| л 4-5, + %3 —10=0}. (7—21) 


glk, 42]; 0 


Fig. 7.4 


110 


СЕ Scanned with OKEN Scanner 


„Din enunț se observă. că funcţia de eficiență, fiind o sumă de pătrate, 
este convexă, iar restricfia (legătura) este liniară. 


Utilizînd  multiplicatorul Lagrange и, se alcătuieşte funcția asociatá : 


F(x,, Хе Xe Ха uU) = м + 0 ‚752 + 0,444 + 0,1872 + 


+ а + х + xs + da — - 10), (7—22) 
pentru care aplicarea relaţiilor (7—16) şi (7—17) conduce Ја ecuatiile : 
2x, +u=0; 
15x, + u = 0; | TN 
gE Ea CDI 2 DS „туш 


0,3745, +u=0; .. 
X, Xa Вж 2а = 10. < 
Solutia sistemului (7—23) este: 
X. 3A209778; х, =. 1,342305 ;- x4 = 2 2674025; ж. = 5, 550077; 
= u= —9,0134579, |. 
pentru care mineta de eficienfá are valoarea minimă 
Jj = 1,0052 p 0,75 x 1,34? + 0,444 x 2,265? + 0, 187 x 5,39% — 4,03. 


Conditiile Kuhn-Tueker. Atunci cînd problema de programare neliniară 
se prezintă sub forma generală . (7—10), restricțiile fiind de tip inegalitate, 
problemei. ise asociază / variabile auxiliare w;. În. acest mod, ай 


- g(x) = g (xu Ха) ..., X) < 0, ( = == - 1; 2, ., D, | | AED 24)- 


prin. adăugarea variabilelor auxiliare wj, se гы жы іп n анти: 


g(x) =} =0, . (0=1,2,...,0. 7-25) 
„Cu aceasta, problema de minim se poate exprima sintetic sub forma : 
| тіп ode) + = 0}. . ^, (0-9) 


Functia lui Lagrange corespunzătoare acestei probleme de minim 
este : 


F(x, W, u) — Ex x) + Ж», [g(x | + v]. (7--27) 
© În acest caz, condiţiile necesare de minim sint : | n 


aR 07 | yu 08) 


— = ша 0, = 1, а وه‎ E 
дя; дж j-1 7 дл; б Ы v 
QE us 0, (; = 1, 2 ] 7—29 
— s 8; + Wi = ; (7 3 J 3 ) > с ) 
диі 

дЕ == 2ujw; — 0, (7 = 1, 2, , 7) (7 30) 

ди; ; 
111 


СЕ Scanned with OKEN Scanner 


Problema (7—26), (7—27) confine 2/ + m necunoscute; ecuaţiile 
(7—28), ..., (7 — 30), în număr de 27 + m, permit determinarea acestora. 


Eliminarea variabilelor auxiliare и; din relațiile (7—28), ... (7—30) 
conduce la rezultatul : 
f ho ë; . 
uS - , (£2 1,2, ;.., m); (7 —31) 
& <0, (4=1,2,...,)); | (7—32) 
ug, = 0, (= 1,2, ..., D. (7—33) 


Ecuațiile (7—31), ..., (7—33) reprezintă doar condiții necesare de 
minim pentru problema (7—26). Kuhn si T uc ker, care au extins meto- 
da multiplicatorilor lui Lagrange la probleme de optim cu restricții sub 
formă de inegalităţi, au adăugat in plus condiția: 


u; > 0, 1(=1,2,...,Й, | (7-34) 


obligatorie pentru ca funcția f să aibă un minim în punctul respectiv. 

Condiţiile de optim (7—31), ..., (7—34), cunoscute sub numele de 
condițiile Kuhn-Tuchker, sint şi suficiente atunci cînd funcţiile f Я g; sînt 
convexe. 


7.2. ALGORITMI PENTRU PROGRAMELE NELINIARE 


Există o varietate foarte mare de algoritmi pentru soluționarea proble- 
melor de programare neliniară. O clasificare, si de aici o apreciere asupra 
eficacitáfii acestora, este dificilă. Totuși, este util să se cunoască faptul са 
există o grupă de algoritmi generali, utilizabili la rezolvarea oricărei probleme 
de programare neliniară (convexă) şi o altă grupă de algoritmi în care sînt 
incluse metode dezvoltate pentru anumite genuri de probleme de programare 
neliniară. O clasificare interesantă, alcătuită din acest punct de vedere, 
este efectuată în lucrarea [19]. Din punctul de vedere al utilizatorului de 
algoritmi de optimizare, această clasificare este printre cele mai utile. 

În categoria algoritmilor generali sînt incluși : 

— algoritmi bazaţi pe liniarizarea secfionalá ; 

— algoritmi tip gradient; 

— algoritmul simplex ; 

— algoritmul explorării ; 

— algoritmi bazati pe căutarea întîmplătoare etc. 


Din cea de a II-a categorie fac parte o serie de algoritmi cu ajutorul 


cărora se rezolvă unele cazuri speciale de programare neliniară, cum sint: 
programarea pătratică, programarea segmentar-liniară, programarea mono- 
tonă, minimizarea sumei modulelor funcţiilor liniare etc. 


Algoritmul liniarizării seeţionale. Fie domeniul Dy C R” şi funcția 

f: Dy— В, derivabilă. Fie, de asemenea, funcţiile а; : К” — К, derivabile, 
şi restricțiile : : 
P, < g(x) < Py, (j = 1,2, ...,1) (7—35) 


unde Р eR, Pj = R si x € X, X fiind o mulțime convexă. 
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Se formulează problema de optim: 
тах (f(x) | P, < g(x) < Ps, x > 0). (7—36) 
Domeniul Dy introdus este definit de restricţiile: 
P, < g(x) < Ps, x > 0. 


Dacă funcția f(x) este concavă, va exista un singur punct de maxim; 
in caz contrar rezultă mai multe maximuri locale, dintre ele urmind a se 
determina maximul absolut. În cele ce urmează se consideră cá f(x) este 


concavă. 
Prin liniarizare se asociază problemei neliniare (7—36) problema liniară : 


fals) = (х) + Af(x) ; 
Pu < вхо) + Аах) < Ps (/--1,2,...,)); (7—37) 
x; >0 (і--1,2,..., т). 5 
Pentru funcția liniară /,(х) avem: 
max f(x) = тая Г/Дх) + Af(x)] = fixo) + max А/(ж). (7—38) 


Cu înlocuirea x — x, = Ax şi finind seama de (7—37) я (7—38) 
rezultă : 


f (xy) + тах Af (Ax) ; 
Ру — вх) < Ag(Ax) < P4; — г/(х), (j = 1,2, ..., D; (7-39) 
—AxXr < Ax < | : 
> 


Axr; 
х, + Ax > 0; 


sau 
| ` тах Af(Ax) ; 


Py — вхо) < Ag(Ax) < Pu — Е (хо), (i =1, 2,...,1); (7—40) 
—Ax < Ах < AX;; 
хо + Ах > 0, 
unde +-Ах, reprezintă limitele superioară, respectiv inferioară ale lui Ax. 
Restricfiile : к . 
Ру — Е (хо) < g(Ax) < Ру — &(хо), 0 -1,2,...,); 
-Ал; < Ax, < Ах; | ` (7—41) 
xo; + Ах, >0, (і-1,2,...) т), 


definesc domeniul convex D; C Dy. 
Formularea (7—40) reprezintá o problemá de programare liniará pe 
domeniul D, C Dy. Solufionarea acesteia conduce la rezultatul : 


AX, Af(AX) şi Ag(Ax). (7—42) 
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Cu soluția (7—42) se obține: 
X - Хо + AX: 
gr(xi) = g(xo) + Ag(Ax) ; (7—43) 
fi) = Дхо) + A/(Ax) = fr. 
„Cu soluția x, din (7—43) se determină valoarea funcției de eficiență 
neliniare f: 
Жа) = A. (7—44) 
Dacă f, > /(x,) = fo, atunci problema de programare neliniará (7—36) 
se liniarizeazá din nou in punctul x, si, rezolvind acum problema de 
programare liniară (7—40) în punctul x, е), cu ajutorul relațiilor (7—43) 
se obfine: | 
X», По 51 fs. 
Dacă „> f, problema neliniară se liniarizeazá în noul punct £, se 
rezolvă problema de programare liniară asociată şi se obține în final: 
Xs, frs $i fa 
Continuînd în acest mod se ajunge, la un moment dat, la situaţia: 
Л < fu (7—45) 


ceea ce arată că s-a depăşit maximul funcţiei concave f(x) in domeniul său 
de definiție Ох. În această situație se execută o reîntoarcere la punctul 


anterior : 


X,:— X,4— AX, (7--46) 
se finiseazá pasul prin divizarea lui Ax cu numărul n: 
Ах: = Ах | (7—47) 


şi se continuă operaţiile de mai sus. 
Operafiile de întoarcere şi finisare a pasului continuă pînă cînd se atinge 
pentru Ax o limită inferioară, aprioric fixată. În final se obține şirul: 


Yo ТЫ sess dca suia | (7—48) 


care este monoton crescător si mărginit. | . 
Caracteristica de sir monoton crescátor rezultá din modul in care & 


fost generat, iar márginirea se datoreste faptului cá maximul funcţiei f(x) 
pe domeniul Dy este finit. | 
Fie М =: max(f(x)| x C Dy). În acest caz, atunci cind Ax a atins 
limita inferioará e, aprioric fixatá, avem: 
| f,— M «mn(e) (7—49) 
unde = este un „infinit mic”, | 
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іп momentul în care condiţia (7—49) a fost îndeplinită, căutarea opti- 
mului încetează, el fiind atins cu precizia stabilită anticipat prin valoarea 
lui =. 

După cum se observă, determinarea optimului problemei neliniare 
se face pe secțiuni, pe domenii D;, unde problemei neliniare i se asociază 
o alta liniară. De aici provine denumirea de programare liniară secfionalá 
a acestui mod de abordare a problemei. 

Pentru a fi mai uşor programată, problema (7—40) se prelucrează în 
continuare. Astfel, prin retranscrierea restricțiilor cu limitarea într-o 
singură parte se obține: 


maxAf(Ax) ; 

Ag(Ax) > Ру — (ху); 

Agj(Ax) < Ру — вк) (=12,..., D; (7-50) 
Ах > — Ах; ; 
AX < Ax; 
Xo + Ax > 0. 

Ín continuare se face urmátoarea schimbare de variabilă : 
Ах, = Ax? — Ахы (i= 1,2, ..., т), (7—51) 


necesară pentru îndeplinirea condițiilor de pozitivitate ale variabilelor la 
programarea liniară. 


Ínlocuind (7—51) in (7—50) rezultă : 
maxAf(Ax* — Ах); 
Ag(Ax* — Ах) > Py — g (Хо); 
Ag(Ax* — Ах) < Py —g(x) (/-1,2,...): (7—52) 


Deoarece funcţiile Af(.) si g(.) sînt liniare, rezultă: 
—А/(Ах,) + maxAf(Ax)* ; 
Ag(Ax*) > Ру — а/ж) + Ag (Ax:) ; 
Ag, (Ax*) < Py — вхо) + Ag(Ax) (4-1,2,....) (7—58) 
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Introducind notatiile : 


ду = Py = е хо) + Ag; (Ax); 


бу = Py — g(x) + АёДАх,) (j = 1,2,...,0; | (7—54) 
b; шш Ax; = Xo; ` 
b, = 2Ax;, 


se obține o problemă de programate liniară : 
| max Af(Ax*); 
Ag;(Ax*) > бу; 
АрДАх") < d: (j 132,5. i (7—55) 
Ах* > b, ; 
Ax* < b,; 


Rezolvind problema (7—55) se obține soluția : | 
Ах“, Ag(Ax*) я АДА) 0-00 (7—56) 
Tinind seama de acest rezultat, relațiile (7—43) devin: 
lS CA 
ди) = g(x) — Ag(Ax;) + Ag AS; (7-57 
Л (Si) = Ло) — Af(Ax;) + Af(Ax*). 


Observație. Sint cazuri practice la care restricfia x > 0 este înlocuită 
cu restricha X, < x < Ху, unde X, Я Ху reprezintă vectorii valorilor 
minime, respectiv maxime ale lui x. De exemplu, pentru multe procese 
Chimice, temperatura Т este limitată atît inferior (T„) cît si superior (Ти). 
Íntr-un asemenea caz, restrictia de mai sus este de forma Ty, < T < Ти: 

Ex. 7—3. Sá se stabileascá formele concrete (7—55) si (7—57) pentru 
problema : | 


тах f(x,, х) = max(c — (x, — а)? — (x, — 09; 
< Ра: | (7—58) 


a 
à < 
Pis < g(X4, Ха) = ал + Xa < Py; 


Ри < gi(Xy Xa) = м F б 


unde constantele c, а, b, ау, ғә, Ра, Ра Şi Pa» sint strict pozitive. 

Funcția f(x, xa) = c — (x, — af — (ха — b)? este concavă in cadranul 
ху > 0, x, > 0. Pentru x, = a şi x, = b, funcţia f(x,, х) ia valoarea maxi- 
má f, = c, care reprezintă optimul in lipsa restricțiilor g, si ga (fig. 7.5). 
În prezenţa restricţiilor se obține un punct de maxim cu o valoare a funcţiei 
de eficiență f mai mică. Fie această valoare fg, asociată punctului В. 
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“Fig. 7.5 


Liniarizarea problemei (7—58) conduce la rezultatul : 


тах Ала, Ах.) = max(c — (Жо — af — (хо — b)? — 2)10 
-2(%0- b)A xa); 


Pa < Xio + 47% + Ax, + Dao SPa; 
Pis < амо + Хо + а AX, + Ax, < Роз; 
-Ал, € Ax, < Аха; 

—AXs, < Ал < Аха; 
хо + Ax, 20; 
хо + Ала > 0. 

Punind problema (7—59) sub forma (7—55) se Нез 
тах (—2(ху — ФАЯ — 2(x, — b)A xè ) ; 
Ax? + 2055x294 À > bn; 

Ла? + 2416 X А < bu; 
алАЯ + Ай > bii 
ағ Ахї + Ax? < 


— а)Ах, — 


(7 —59) 


(7—60) 
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Ам > 04; 
Ax > бөз; 
Axi < bu; 
Ам < ба; 


V 


Axi 20; Ал > 0. 

Expresiile termenilor liberi din problema (7--60) sint: 
бъ = Py — Yio — iso + Ал + 241501; 
бл = Ра — №10 — 44% + Ах + 202 АЖа; 
bio = Pis — 44510 — Xoo + doara + Аз; 
bss = Роз — 431510 — Хо + ва Аха + Аха; (7—61) 
бъз = АХ — 510; 
ба = АХ — X39; 
ba = DA: 
ба = 2Axr. 

După rezolvarea problemei (7—60) se obține soluţia; 

Ай; Ай; АҢАл!, А), 
în funcție de care se calculează: 


A e 
Xi = Жо — Аха + Ам; 


A 


Xa = x, — Ала + AME ; (7—62) 
fr (Xy, Xa) = c — (3x19 — a)? — (Хо — b? + 2(x,, — а)Ах + 
| 2(x,4 — b)Axz;, + Af(Axt, АЖ). 


* 
* + 


Dupá parcurgerea acestui exemplu, care пе-а apropiat de infelegerea 
metodei liniarizării secfionale, continuăm prezentarea algoritmului. | 

După cum s-a văzut în capitolul 6, unei probleme de programare liniară 
i se asociază o matrice, care, prin transformări succesive, conduce la soluția 
optimală. În acest sens, pentru problema (7—55) se poate ѕсгіе о asemenea 
matrice. Pentru mărirea gradului de înțelegere se va scrie această matrice 
pentru problema (7—60) din exemplul 7—3. -—. 

Mai întîi observăm însă cá restricțiile problemei de programare liniară 
(7 —60) sînt atît de tipul ,, <” cit şi de tipul ,, 2". Deoarece subrutina de 
programare liniară utilizată admite numai restricții de forma „ <” şi egali- 
{АН ,,--”, termenul liber trebuind în același timp să fie pozitiv, rezultă са 
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restricţiile de tipul ,, >” trebuie transformate în egalitáti prin adăugarea 
unor variabile de ecart. | 

Atunci cínd termenul lib 
înmulțește cu —], ceea ce a 
fiel. 


er al unei restricţii este negativ, aceasta se 
trage dupá sine schimbarea tipului restric- 


Dupá cum se observá din expresiile termenilor liberi (7-61), ultimii 
doi sînt întotdeauna strict pozitivi. Aşadar, schimbarea tipului restricfiei 
poate interveni numai la șase din cele opt restricţii ale problemei (7-60). 

Са aceste precizári, matricea care se asociază problemei (7--60) este: 


1 дао: 000000 bu 
1 Фа 000000 5, 
da 1 000000 biz 
424 1 000000 bzg 
С = 1 0 000000 bis (7 —63) 
0 1 000000 bz 
1 0 0000005, 
0 1 000000 bx 
—2(x1o — a) —2(x,,—5)0000000 


Primele şase linii ale matricei С corespund primelor şase restricții care, 
fie cá sînt de la început de tipul „>”, Не cá devin pe parcurs de acest tip 
(datorită termenilor liberi care pot fi negativi) şi prin înmulțirea cu —1, 
restricţiile de tipul ,<” devin de tipul „>”. Din aceste considerente 
rezultă că numărul maxim posibil de restricţii de tipul „ >” este egal cu 
şase. Cele șase coloane „umplute” cu zerouri permit transformarea restric- 
Ног de tipul „>” în restricții de tipul ,, <” prin adăugarea variabilelor 
de ecart corespunzătoare (pe linia și coloana corespunzătoare din matricea 
С apare coeficientul — 1). 


0 nouă variantă a programării liniare seetionale [18]. Pentru rezol- 
varea problemei de programare liniară (7— 60) trebuie tratată corespunză- 
tor matricea С. Pentru aceasta există două posibilități : 

— se rezolvă problema de programare liniară operînd cu întreaga 
matrice С; 

— se rezolvă problema de programare liniară pentru care se folosesc 
numai restricțiile domeniului de liniarizare D, plus cele din domeniul mare 
Dy, neîndeplinite. 

‚ Problemele de optim practice conţin, de obicei, un număr mare de res- 
(гісі, care conduc la dimensiuni apreciabile pentru matricea С. În aceste 
situaţii, rezolvarea problemer de programare liniară (denumită în continuare 
problema PL.) se face cu un consum de timp 1а calculator important. 

Din contră, cea de a doua cale conduce la probleme de programare 
liniară cu un număr mic de restricţii şi de aici la consumuri mici de timp. 
În figura 7.6 sînt ilustrate grafic, pentru exemplul 7—3, diferite domenii 


de liniarizare D, şi numărul de restricţii ale problemei PI, asociate. 


119 


СЕ Scanned with OKEN Scanner 


с siot d Fig. 7.6 


, Pentru situația din figura 7.6, a, punctul x, în care s-a efectuat linia- 
rizarea este astfel situat încît restricțiile problemei PI, sînt numai cele ale 
domeniului D, : 


Ая < by; (7—64) 
Ах? < ba. 
În acest caz, problema PI, (7—60) ia forma foarte simplă: 
тах(—2(х5 — a)Axt — 2(х„, — b)Axt); 
Ax, < bu; (7—65) 


+ 
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Ín cazul prezentat in figura 7.6, 6, la restricțiile (7—64) se adaugă 
restrictia liniarizată : 
Ал” 4+ das X49 À 2, < ба 
asociată restricției neliniare а domeniului Dy: 
Xi + ав? < Ра. 
Pentru această situație, problema PL (7—60) ia forma simplă : 
max(—2(xie — а)Ахї — 2(%0 — b)Axi); 
Аж + ашХгоА 92 < би; 
Аж < bu; 


Azi < 6,4. 


(7— 66) 


a 7.6, c trebuie inclusá restric- 


în fine, pentru cazul reprezentat în figur 
re pentru problema liniarizată 


На x, > 0 asociată domeniului mare Dy $i са 


are forma Ал2 > Us. 
Astfel, problema PL ia 


max(—2(X1o wass а)Аж = 2(Xao 55 b)A x2 ) , 


forma particulará, de asemenea, foarte simplă : 


Аж > Un; (7-6?) 

Ах < b, ` 

Axă < Dag 
Din compararea formulării (7—60) cu cele de la (7-65),..., (7—67) 

se observá simplitatea acestora din urmá. 
simplificată 


7 este prezentată, principial, schema de calcul 
nale în varianta care utilizează 


văzut din cele 


În figura 7. 
a algoritmului programării liniare sectio 
pentru problema PL'un număr mic de restricții, aşa cum s-a 
prezentate mai sus.. 

Prin nrgn s-a notat numărul restricțiilor g; neîndeplinite, valoarea zero 
a acestui indicativ marcînd situarea punctului хо în domeniul Dy. Cu /,(%) 
s-a notat valoarea inițială, anterioară, a funcţiei de eficiență. 

La prima parcurgere а schemei de calcul avem 778% — 0; se pornește 
deci dintr-un punct aparfinind domeniului Dy. După trecerea prin blocul 
de analiză a restricțiilor gj, indicatorul nrgn rămîne mai departe cu valoarea 
zero. În continuare se generează matricea A (matricea simplex) şi vectorul 
(marchează restricțiile tip egalitate), pentru subprogramul PL. Dacá valoa- 


rea funcției de eficiență neliniare f în noul punct de optim x, este mai mare 
tează funcţii concave), 


decît valoarea anterioară а acesteia, f > f, (se cerce сўй c 
se continuá determinarea optimului pentru un пой раз de liniarizare. În 
im a fost depăşit я urmează o reîntoar- 


caz contrar, f < fa punctul de maxi | J | 
cere la punctul anterior, finisarea pasului Ax; prin împărțirea acestuia CU На, 
după care se reia liniarizarea şi determinarea soluţiei în condițiile pasului 
micșorat. "ae MOM 

Atunci cînd а fost depăşită granița domeniului problemei neliniare Dy, 
dupá parcurgerea blocului de analizá a restricţiilor va rezulta #787 z 0. 
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caz urmeazá o reintoarcere la punctul xy anterior, Хо: = Xg — 
includerea restricfiei neindeplinite în modelul liniarizat 
blemei de optim în aceste condiţii (v. fig. 7.6, 6 si с). 
те a căutării optimului problemei neliniare este 
prin atingerea unei valori minime, aprioric fixată, 


іп acest 
— Ax* + Ах), 
si rezolvarea pro c 

Condiția de termina 
dată în schema de calcul 


a pasului de liniarizare Axr,. 
Pentru exemplificare, intr-un caz numeric concret, a fost rezolvatá 


problema din Ex. 7 —3 cu următoarele date: 
с = 100; 428; b= 6; а, = 0,035; а = —0,5; 
Pa =4; Pa =8; Риз = —5; Ра = 6; 
punctul inițial: х10 = 5; x, = 8; 
valorile iniţiale ale pagilor: Ax, = 1; Аха = 1; 
valorile minime admise pentru pasi: Azi = 0,1; Axr,, = 0,1. 


Calitativ, în figura 7.5, şi cantitativ, in tabela 7—2, se pot urmári 
etapele parcurse din punctul inifial x, (5; 8) piná la punctul corespunzátor 
soluţiei optime x(6,95; 5,5), unde f = 98,64749. 


Tabela 7—2 
Valorile variabilel 
xd бадраан, restrictiilor şi mien aa Observaţii 
funcției de eficiență 
e НАРАА Та 
1 2 3 4 
зор... a ا ا‎ 
#1 = 5 
ха = 8 Ал < 2 Punct iniţial pentru procesul 
1 Е = 7,24 de stabilire a soluţiei optime 
Ез = 5,5 
f = 87,0 
Жү = 6 
EZ) = 7 
2 gı = 7,714999 
во = 4,0 
f = 95,0 
# = 7 În cursul acestui pas nu а 
д: = 6 fost respectată restrictia 
3 | а = 8,25999 Алу < 2 gı < Palgi = 8,25999 si 
в: = 2,5 Axă < 2 Ра, = 8). 
f = 99,0 Urmeazá intoarcerea la punc- 
tul anterior si includerea res- 


trictiel g, < Pa şi restricţiile 
modelului liniarizat. 


— | — ááá—M وو‎ 


xı = 0,775002 Axf--O0,49Axf < 1,775 | În restricțiile modelului li- 

д, = 6,0 niarizat а fost inclusă şi res- 
4 81 = 8,035001 Axf«2 trictia 

ga = 2,612499 

f = 98,49937 Аж x2 Ае (Ax? , Ах!) < bu. 
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Ц: 
ди 


Nr. Valorile variabilelor 
pas independente, restricțiilor si 
funcţiei de eficiență 


1 


2 


Restricţiile utilizate pentru 


modelul liniarizat Observaţii 


| و N II‏ ت ق ات 
O‏ ` ————— | 
| 4 3 


—— NI T R3-.-- — ii ^^ 


k. 5 


Deoarece f = 98,29439 este 


РА 0 _ Алу + 0,42Ах2 < 1,385 mai mică decit f — 98,49937, 
5 gı = 8,035 Ам < 2 rezultă cá maximul a fost 
£c 142 Ах < 9 ре Urmează reintoar- 
_ cerea la punctul anterior si 
f = 98,29439 finisarea pasului (Ax, a 
= Ах, == 0,5). 
— a Ll (Aa ا‎ 
ху = 6,95 Ах? + 0,42Ах, < 0,675 Ax, = 0,5 
2% = 5,5 " 
6 gı = 8,00875 Аж x 1,0 Ax, = 0,5 
г, = 2,025 Ax; < 1,0 у 
f = 98,64749 
инанан) ا‎ 
xı = 6,749751 Axf-- 0,385Axf < 1,6175 | Deoarece попа valoare 
за = 6,0 i (98,43437) a funcției de efi- 
gı = 8,008749 Аў < 1,0 ciență este mai mică decît 
ғ, = 2,025001 Ая” < 1,0 valoarea anterioará (98,64749) 
f = 98,43437 urmează reîntoarcerea la 
punctul anterior si finisarea 
pasului 
(Ал, ша Ах, = 0,25). 
xı = 6,845001 Ахт + 0,385477 < 1,85875 | Deoarece și această valoare 
ж, = 5,750 Аз" < 0,5 (f = 98,60347) este mai mică 
2 decît valoarea de la care s-a 
= 8,008748 Ах? < 0,5 plecat (f = 98,64749), ur- 
8 ге mează reîntoarcerea şi fini- 
ga = 2,025001 sarea pasului 


CE Scanned with OKEN Scanner 


f — 98,60347 (Ax, = Ax, = 0,125). 


x, = 6,893126 Axf-4- 0,885Ax7 < 1,976 | Deoarece si această valoare 
= 5,6250 (f = 98,63420) este mai micá 
Ах? < 0,25 decît valoare de la început 
Ax < 0,25 (f = 98,64749), urmează re- 
и întoarcerea si finisarea pasu- 
lui 
(Ах, = Ax, = 0,0625). 
Calculul se întrerupe deoa- 
rece pasul finisat este mai 
mic decît limita anterior 
fixată, Ах, „= А4, 0,1. 


gı = 8,002626 


ge = 2,178437 
f = 98,63420 


Atunci cînd funcția de eficiență prezintă mai multe maximuri, ци: 
zarea algoritmului liniarizárii sectionale nu conduce, їп general, la maximul 
absolut. Pentru determinarea acestuia este necesară aplicarea alge шаа 
pornind din diferite puncte ale domeniului Dy, ceea ce poate conduce 
diferite puncte de maxim. . tabili 

Din compararea punctelor de maxim determinate se poate sta 
maximul absolut si deci soluția problemei. 
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Algoritmi gradient. Există diferite variante de algoritmi Бағай 
e conceptul de gradient. În cele ce urmează va fi prezentatá o variantá 
caracterizatá prin facilități pentru tehnica numerică de calcul. 

Pornind dintr-un punct oarecare A se execută un pas de o mărime 
dată în direcţia de creștere maximă a funcţiei de eficiență, adică în direcția 
gradientului. Deplasárile de acest gen sint perpendiculare pe liniile de nivel 
(fig. 7.8). | 

Este important de vázut cum se determiná gradientul pentru fiecare 
pas. Pasul dat As ne conduce la observaţia că următorul punct trebuie să 
se găsească pe un cerc în jurul punctului A, fapt pentru care se poate scrie ; 


ла + А =дя o (7-68 


Ca rezultat al efectuării pasului se modifică valoarea funcției de ей- 
пеша cu Af. Pe de altă parte, se cunoaște cá această, variaţie este: 


Af = AAs, + 2 Axa. (7—69) 

QX, 9% 
Problema care se pune este de а determina pe Ax, бі Ах, astfel încît 
variația Af să fie maximă. Deoarece mărimile Ax, şi Ax, sînt supuse restric- 
tiei (7—68), rezultă cá avem de solufionat о problemá de maxim cu legáturi. 


Pentru acest caz, lagrangeanul este (v. 7— 15): 


F(Ax, Ax, и) = Z Az, + 21 Ax, + ща + А — Аз). (7—70) 
#1 ГА 


 Anulind derivatele de ordinul întîi ale funcţiei Е se obține sistemul: 
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EU A Он += 0; 


ав әу Eu 
OAM > Ву, + 2uA x, = 0; Кк. (7—71) 


22 = And + Asi — As = 0, 
u 


care, rezolvat, conduce la solufia: 
A д . | 
Ax = +— Ё, G= 1, 2). (7—72) 
VEG C m 
ЕРА 
Semnul lui Ax; este pozitiv în probleme de maxim si negativ în cele 
de minim. 
De obicei derivatele parţiale д//дх; se înlocuiesc cu raportul diferențelor 
finite, după cum urmează: 
m 
пай : 


of 
PAR 


[Z «(A . 
дж. а. | 

Pentru calculul expresiilor (7—73) se porneşte cu о anumită valoare 
fixată pentru Ax,, fie aceasta a. Cu această valoare se calculează diferențele : 

(Af). = Ла + a, Xa) —Л(хь хь); (7--74) 

(АУ) =, = f(x Xo + a) — Да. Хо), 
care, împărțite la а, conduc la determinarea valorilor expresiilor (7— 73). 
Prin înlocuirea acestora în (7—72), unde de asemenea avem pentru As o 
valoare fixată, se obțin valorile variabilelor Ax, care permit determinarea 
punctului B (fig. 7.8). În continuare se repetă aceste operaţii indicate deta- 
lat pentru pasul AB, pînă la atingerea punctului de maxim си o anumită 
precizie aprioric fixată. 

Calculele indicate mai sus sînt efectuate pentru cazurile în care problema 
de optim nu este însoţită de restricții. În cazul prezenţei restricțiilor, iar 
optimul supus la legături nu este identic cu optimul liber, algoritmul pre- 
zentat mai sus trebuie modificat într-un mod corespunzător. . 

Din punctul inițial, interior domeniului admis, se pornește cu paşi 
efectuaţi conform algoritmului de mai sus pînă cînd una dintre restricții nu 
mai este satisfăcută (punctul C din figura 7.9). În continuare, se executá 


pasul CD, care este rezultatul compunerii vectorului CE — grad f cu vec- 


— “ 
torul CF = — grad в. Vectorul grad g este perpendicular la tangenta dusă 
la curba g(x,, х) = 0 în punctul considerat şi orientat în afara domeniului 
D,. Vectorul — grad g este opus ca sens lui grad g, deci este orientat spre 
interiorul domeniului Dy. Ínmultind vectorul —grad g cu constanta h, 
aleasă astfel încît vîrful vectorului CD să cadă în interiorul domeniului Dy, 
se obține efectul dorit. 

În punctul D, restrictia g(x, х.) < 0 este satisfăcută, fapt pentru саге 
se execută pasul DG determinat cu relația (7— 72). Deoarece în punctul G 


12 


(7-73) 
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F(X, X, )- cons? 


7/5,,%,)-0 


Fig. 7.9 


тезфисНа g(x, Х,) < O nu este satisfăcută, se repetă din nou operaţiile 
efectuate pentru pasul CD. 

Pentru cazurile în care restriclia дж, хо) < 0 nu este satisfăcută, 
relația (7—72) ia forma : 


Да Д.р ۰ 17—75) 


| уаде дм 
үш) 


dz; 


Constanta й nu este adimensionalá. Din relafia (7— 75) rezultá cá dimen- 
siunea acesteia este determinată de dimensiunea raportului [(Ax;)*/Ag]. 

Atunci cînd există mai multe restricții neîndeplinite, fie acestea 
ел, Ха) < 0 (j= 1, 2, ..., h), relaţia (7—75) devine: 


Ax ке u ой (7—76) 


As | 
v> Í af 2 дл; j дл; 


04; 


Ca si în cazul derivatelor parţiale д//дх,, aproximate prin diferenţele finite 

(7.73), derivatele parțiale др |дх, se aproximeazá, de asemenea, cu diferenţe 

finite. | 
 Algoritmul simplex. Vom expune principiul acestui algoritm си aju- 


torul figurii 7.10, asociată problemei de optim max f(x, х3). În punctele 
Sio 540 Si Sao, care reprezintă virfurile unui triunghi echilateral, se deter- 
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4, 


Fig. 7.10 


mină valorile funcției de eficiență /, о, fzo Si fao. Fie fig = min {fio fao, ao): 
Pe latura S,,S,, se determină punctul A, situat la jumătatea segmentului 
S,,S,,. Prin punctele 510,4 se duce o dreaptă pe care se măsoară segmentul 
AS, egal ca mărime cu înălțimea 5,4 a triunghiului 510520540. În vîrful 
$11 al triunghiului 5053051: se determină valoarea funcţiei de eficiență, 
Уһ. Fie, acum, [зо = min (во fao, fu)- Pe direcţia înălțimii 5,,B а triun- 
ghiului $,,5,955, se ia segmentul ВЗа1 egal си 5,3. În acest mod s-a alcă- 
tuit triunghiul 51152053, pentru care se determină valoarea funcției de efi- 
сеща în punctul S, ş.a.m.d. 

Continuînd paşii cu aceeaşi lungime a laturilor triunghiului se ajunge, 
de obicei, în jurul punctului de maxim, la fenomenul de ciclizare. Depásirea 
acestui impas se face prin micșorarea lungimii laturilor triunghiului. Opti- 
mul se consideră atins atunci cînd, prin micşorarea succesivă a laturilor 
triunghiului, se atinge valoarea minimă aprioric fixată pentru lungimile 
laturilor triunghiului. 

Se observă că pentru problemele de optim cu două variabile indepen- 
dente, figura geometrică obținută în planul acestora este un triunghi. Pentru 
problemele cu trei variabile independente se obține în spaţiul acestora 0 
piramidă dar, în general, pentru probleme cu % variabile, rezultă un poliedru 
cu m + 1 virfuri, 


Algoritmul explorării. Ideea de bază, pentru acest algoritm, constă 
în divizarea domeniului de definiție е, < x < ху al funcției де eficiență, 
după care, în continuare, se calculează valorile funcţiilor в (2), j=1, 2, nh, 
si ale funcției de eficiență f(x) în fiecare nod al reţelei rezultate în urma 
divizării efectuate. 
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Pentru Несаге nod al retelei, inainte de a calcula valoarea funcției 
de eficiență, se verifică dacă restricțiile р(х) < 0, ¿= 1, 2, ..., 1 sint 
indeplinite, În cazul în care acestea sînt îndeplinite, se trece la calculul 


funcției de eficiență și apoi la nodul următor. 
Dintre valorile funcţiei de eficiență calculate se reține întotdeauna 


aceea care este mai mare. Та асе шой а sfîrşitul explorării întregului 
domeniu x, € x < xy, se obține soluția problemei de optim. 
în figura 7.11 este prezentată, în principiu, schema de calcul pentru 


acest algoritm. 
Deşi volumul de calcul este mare, pentru problemele de optim cu 


un număr de variabile relativ mic, acest algoritm este utilizat frecvent 
în practică. 


Citirea 
datelor 
| Calculul functiilor g | 
(restrictii 1 


Sint toate 
restrictiile 


nu indeplinıte da 


Calculul funcher 
de ебсетд f 


Compară f cu valoareà 
anterioară sı refine pe 
cea та! mare 


Pregafirea 
pasului 
urmator 


toate punctele 
retelei дотепийи 


па 


/mprimă 
valoarea Ё 
Fig. 7.11 
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: Ex. 7—4. pentru coloana de separare a amestecului etilená-etan din 
figura 7.12 s-a obţinut următorul model matematic : 


тр = 0,9961 — 5,937243(x,. — 0,7941) — 0,2575368(Т,, + 18,0392) — 
— 1,542722 (x —8,0059) 4-0,3377415 x 10—(g] —3735392,1569) — 
— 0,1601413(х, — 0,0437) + 0,7217971 (4 — 0,7022) + 
+ 0,133898 x 10—'(F* — 260200980,3922) — 
— 0,618498 х 10-ЧЕТ,, + 290421,5686) + 
+ 0,09685217(x? — 64,1084) — (еті 
— 0,1210659 х 10—1(02 — 0,139531545591 x 104) + - 
+ 0,1564406 х 10—*(R? — 0,09795637 х 101) + 
+ 0,4091646 х 10—(Fz,,. — 0,12775348 x 105); 
xp = 0,0437 — 0,5812397 x 10-ЕТор + 290421,5686) — 
— 0,3606937 х 10-12(02 — 0,13953154 х 1014) + 
+ 0,258462 x 10—*(R — 0,979563725 x 10°) + 
+ 0,338585 x 10-(Ехи — 12775,348) — 
— 0,1866497 x 10-5Ел — 128941,66) : 


У + + pam 


% 


ҢІЗ 
= 


©) 
8 


Fig. 7.12 
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P — 12501,3137 + 0,1950364(F — 16107,84) + 
+ 0,7201976 x 107*(F Тар + 290421,56) + 
4 0,1178792. х 10-8(02 — 0,139531545591 x 101 — 
— 0,1328589 x 10-4(R? — 0,979563725 x 10*(F xop — 12775,348) ; 


Б-Е--Р, 

unde: 
жар este concentraţia etilenei în alimentare, în fracții molare ; 
Top — temperatura alimentării înainte de destindere, іп °С; 
T — presiunea la vîrful coloanei, in daN/cm? ; 
Qs — cantitatea de căldură dată la baza coloanei, in kcal/h; 
Xp — concentrația etilenei în baza coloanei, în fracții molare; 
X, — concentrația etilenei în produsul de vîrf, în fracții molare; 
q — condiția termică a alimentării; 
F — debitul alimentării, in kg/h; 
R —  refluxul, în kg/h; | 
P —  debitul produsului de virf, in kg/h; 
B — debitul produsului din bază, în kg/h. 


La modelul (7—77) se asociază funcția de eficiență : 

f = P,P + PB — Р.О, — Р.Е — PSF [lei/h], (7—78) 
unde P, P, ..., P, sint prețurile: produsului de vîrf Р, produsului 
din bază В, căldurii din bază Оз, refluxului R Я respectiv alimentării F. 
După cum se observă, această funcție de eficiență reprezintă beneficiul“ 
obținut în urma conducerii procesului de separare. 


Se cere rezolvarea următoarei probleme : 


max ДЕ, дъ); 
ха(Е, Өв) >0; 
0,999 < x,(R, Qa) < 1; (7— 79) 
28060 < R < 33000; 
| 0,295 х 107 < 0, < 0,42 x 10. 
Celelalte mărimi care intervin in model, хор, Гор, п, 4 Я Е, sint per- 
turbații. Pentru ele se presupun anumite valori, astfel cá în model rămîn 


ca variabile independente numai R Я Ог. 

În lista 7.1 este prezentat programul (redactat în FORTRAN), iar P 
in lista 7.2 rezultatul problemei. | ' 

Valoarea maximă a funcţiei de eficiență este f,,, = 17 831 lei/h şi 
este obținută pentru R = 31 840 kg/h şi Q, = 0,3820 x 107 kcal/h. — 

ж În mod normal, ar trebui inclusă în funcția de eficiență (7—78) şi o constantă care 


să reprezinte amortizarea, retribufille etc. Această constantă nu modifică însă cu nimic soluția 
problemei. 
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xez 
xpu 
ұра 
xp" 
xpe 
ХР» 
Ұра 


N -АООО N QS wu d NN a 


-d „А л 


„9999 
„9992 
„9991 
„9991 
„9995 
„9993 
„9994 


55050102 28/10/75 21,23,03 


DEFINE FALE %151,%253 


LISTA 7,1 


* 
с 
с 
с 
с 
с PROGRAM PENTRU REZOLVAREA PROBLEMEI DIN EX, fose 
E CALCULUL SIMPLIFICAT AL OPTIMULUI 
с COLOANA UE SEPARARE C2H4/C2H6 
с 
DOUBLE PRECISION ХОР, ТОЕ, РТ. 0. ҒҰХВ,ХР,Р,К,88,В8,ҒЕ 
READ (1, Т0)ХОЕ, TOF, PI,Q,F,M«4N 
10 FoRMAT(FÓ,4,F8,4,2F6,65,.F10:5,215) 
FE120,0 
bo 100 І51.М 
К=28060,0+1*69 
00 190 J*1,N 
0850.295Е 07+J*30V00 
XB370,5812397E-U6*F*TOF*0,360695T7E"15«QB* QBeU,2584620E- 09 ава 
1%0,35585852Е-09%Ғх%Х0Ғе”0,1866097Еч05арарі-0,0005725% 
ТЕ (XR LT.0.0) бо TO 100 
ХР=О , 99615 9572454 (ХОЕчО 7941) "0 „2575 568+ (TOF *18,U592271,542722 
1*(PI78,0059)*0,3377415E-06*(0875735392,156917U,1601613*(XB*0,04572 
€*0,76179/1*(090,7022)40,1338987E907«(F*F72602009804,3922)-20,618493 
SEeU»*(F«TOF*290421,56862*0,0968»5217€* (PI*PI-66,1084)90,1210659E-12 
4*(QB*QB2U,1395515455910*14)*0,1264406E-08* (R*R2U,OV/95637254902 
3D«107*40,6091666E«03*(F*XOF-0,12/7534800405) 
IF (Хр, СЕ, 1,0. 0R,XP,LT,0,999) 69 TO 100 
PzU,1950566*F*0,7201976E-02*F*TOF*0,1178792E"0g*Qp*Qp 
170,1328589E-QG*R«R*0,3756942«F*XOF*3206, 734 
13444 
ҒЕЗ1:725%р%0,//60%8-0,4/5Е-04%08-0,55с-02аңе),0%- 
IF(FE1'LT.FE) FE1SFE 
WRITE(3,30)XP XB.,P.FE,B,R,QB 
30 FORMAT(5X, *XPR',FÓ6:4,5X, 'XB2 ,F6,65,5X, ' PZ' ЕВ,2 «5 Ха? FEZ' , E12,5, 
15х, Вие, ЕВ,2,5Х, "Ди" ,E12,5,5x,' üB3* , E4405) 
100 CONTINUE 
WRITE (3:40) FE1 
&0 FORMATe///10Xe *BENEFICIUL MAXIME!',E12,5,* LEI ОНА”) 


STOP 
END 
Lista 7.1 
XB* „1494 
квк 21298. — ри10 FES 15150805 ga 9188,35 а= 28360806 аа ۹ „зизоибьот 
Х8к 41097 pz11027,22 FES ,1561%Е%05 85 2096,67 Аз ,28900Е+05 284 .32299:07 
кве ,0945 px11275,10 FE= ,16389Е+05 B= 2080,62 Rz ,29620Е+05 aga  ,34000Ё907 
Xb* ,0685 p311897,0 FES ,16%20Е%05 Ba 6632,74 Rz ,29920Е+05 аза 366995907 
Хв= „0524 ps12277 91 FEE ,17000Е+05 Ba 4210,84 R= ,30700E+O5 aps 561995407 
хва (0306 р=12789,05 FES ,17599Е+05 ва 5829,93 R= 131180Е405 ass (570006907 
, FE= ,17831Е»05 a= 3515,80 Ru ,31800Е%05 PEE) ‚38400%Е+07 
GENEFICIUL MAXIMS  ,1/831E905 LE] ORA 
Lista 7.2 
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$4050102 28/10/75 21,23.08 


1 * DEFINE FALE %121,%253 
2 C 
3 C 
4 с LISTA 7,1 
5 с 
6 с PROGRAM PENTRU REZOLVAREA PROBLEMEI DIN ЕХ, (75, 
? E CALCULUL SIMPLIFICAT AL OPTIMULUI 
8 C COLOANA DE SEPARARE C2H^/Cc2Hó 
9 с 
10 DOUBLE PRECISION ХОР, ТОЕ, РТ. О, Ее ХВ. XP, PeR 88, B, ЕЕ 
11 READ (1,10)XOF TOF, РЕ, Я, Е, Мом 
12 10 РОАМАТ Срб, 4, Е8, 4, 2Е6, б, ЕТО: 6, 2153) 
15 FE120,0 
14 DO 100 151,М 
15 Ке28060,0%1%6У 
16 00 100 1=4.м 
17 0850,295Е 07+/*30000 
18 X8220,58120$97E6-U6*F*TOF-0,3606957E-"13«QB*QB*U 25846 20E-0g «R*R 
19 1%0,.5585822Ее09%4Ғ«Х0Ғт”0,1866497Е705ерарі-0,00037258 
20 ТЕ (Хв717,0,0) GO TO 100 
21 Хрк).9961-5,957205%(Х0Ғе0,7941)"0,2575568%(70Ғ%18,0592)-1,542722 
22 1*CP128,0059)40,3377415E-06*(0B75/735392,1569)1*U,1601615* (XB=0 06372 
23 é*0,7617971*(090,7022)40,1338987E-07«(F*F72602009804,3922)-0,618493 
24 $E-U»*(F«TOF*290421,5686)*0,0968»5217* (PI*PI-7654,1084)70,1210659£-12 
25 4*(QB*QB»U,13953154559410*14)*0,12564406E 908 * (К*К*\ , 0795637254902 
26 50%10)%0,8091646Е-05%(с%Х0Ғ-0,12/7550800%05) 
27 IF (XP,GE,T,0,0R,XP,LT.0,999) GU TO 100 
2B Ра/),1950564%р%0,7201976Е"02%-%70Ғ%0,11/8792Е"08408%06 
29 1-0.1528589Е-04%Ң48%0,2/50942%-%Х0Ғ%3209,75% 
30 ВиР=Р 
31 FE?1,725*P*0, 7 764*B-0, 475 E-U4*QB7-0,55E-Q2*R-U,Q*F 
32 IF(FE1:LT,FE) FE1SFE 
34 30 FORMAT(SX,*XPR',F6:6, 5X, 'XB3 ,Рб,4,5Х. "ра? , F8,245Xa " FEZ' ,E12,5, 
25 15x, "Вие, F8,2,5X, 'Ru',£12,5,5x, '0823* „Е4 4" 5) 
36 100 CONTINUE 
37 WRITE (5,00) ҒЕ1 
38 #0 FoRMAT(///10Xe'BENEFICIUL МАХІМН5”,Е12,5,7 LEI ORA’? 
39 $TOP 
40 END 
Lista 7.1 
ХРЕ ,9999 хви ‚1494 P= 9919,49 
XPE „999 = 444, FE= ,15150Е+05 зо з " 
кр 199] две sigep DEDERIT FER 1156756008 во 3090041 О аз 128880805 Ml EHE 
XP" „9994 KBE „0945 p*14275, 10 ы ,16389E+05 Bz 2080,62 Қа .29620Е+05 ез РАНИ 
кр» „9995 XB* „0685 Р=11897,00 А-ы "764495403 Ва 4532,74 Rz .29920Е%05 MT 3560vE«Q7 
XP* 19993 Yas +0500 ратг27таӱп pem 1173360 88 «21008 Re «30TO0E+05 авн „Зетооваот 
БЫЛ Fer AES Re на 10118060 ав RV 
GENEFICIUL MAXIMS ,1/8318905 LEI ORA 
Lista 7.2 
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7.3. UN EXEMPLU DE APLICATIE 
OPTIMIZAREA PROCESULUI DE PIROLIZÁ A ETANULUI 


Piroliza constituie procesul de bază pentru petrochimie. Produsele 
principale care se obțin, etilena si propilena, reprezintă materiile prime pen- 
tru numeroase procese petrochimice. 

În cele mai multe cazuri, materia primă pentru piroliză este benzina. 
Pe lîngă aceasta, se mai folosesc și alte materii prime, cum este, de exemplu, 
etanul. Acesta rezultă fie din procese anterioare, fie chiar din piroliza ben- 
zinei, unde, prin recirculare, este condus la unul din reactoarele de piroliză 
dispuse în paralel. 

În figura 7.13 este prezentat schematic un reactor de piroliză. Reac- 
torul propriu-zis se găsește amplasat într-un cuptor de la care primeşte 
cantitatea de căldură necesară desfășurării reacţiilor de descompunere 
ce sînt endoterme. 

Variabilele caracteristice procesului sînt : 

— perturbații: compoziția materiei prime, temperatura Т; Я presiu- 
nea la intrare Р;; 

— comenzi : debitul de hidrocarburi Q,, debitul de abur О, şi tempera- 
tura la ieşire Т,; 

— ieşiri: compoziţia amestecului cracat la ieşirea din reactor. 


Introducind notafiile vectoriale se poate scrie: 


Сш, E 
C 'e 
Coi C. 
H2e 
Сен 0, Cele у 
Хр S| Cu; |; XN = 0, ‚ X, = Со» |: (7--30) 
Т; 1. Соз 
Г. Р. Ca. 
| ы Ceo 
P 


Combustibil 


Fig. 7.13 
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Produsul principal este etilena. Pentru conducerea procesului prezintá 
o importanță deosebită obținerea producţiei de etilenă necesare in condiții 
optime. Aceasta implică precizarea funcției de eficiență. Fie beneficiul 


această funcție, adică : 
f= P Qae + Р.О.» + РзОн» + РО. — РО,- P Q, — Рог [lei/h] (7-81) 
unde: P}, P}, ++, P, sint prețurile; 


Оле Que -.., Qa, — debitele de C,H,, C,H,, H, si СН, la ieşirea 
din reactor, in kg/h; 

От este cantitatea de căldură primită de amestecul reactanti— produse 

de reacție, in kcal/h. 

Determinarea maximului funcției de eficiență (7—81) trebuie efectuată 
în condiţiile prezenței restricţiilor impuse asupra comenzilor şi mărimilor 
de ieşire. Matematic, aceasta se exprimă în felul următor : 


тах Jf(P Q. + РО, T Р,Он», + P Qa = Р.О, mi Р,0, а PQr) ; 


Q, 

0, 

1; 
Ра < Co, < Ра; 
Ра < Са. < Pa; 
Pi < Сн, < Раз; 
Ри < Са, < Ғы; 
Pis < Со, < Pas; 
Pis < Co, < Рав; (7—82) 
Py < Cu < Py; 
Ра < Co, € Ра; 
Paco < Р»; 


Primele opt restricții reprezintă limitările de minim şi maxim impuse 
asupra concentrafiillor produselor si reactanfilor la ieşirea reactorului. 
Aceste limite rezultă din condiţiile fizice si chimice impuse procesului. 
Exemple în acest sens : o descompunere termică prea adîncă conduce la creş- 
terea concentraţiei de hidrogen şi scăderea concentraţiei de etilenă ; sint 
lipsite de sens concentrațiile negative etc. 

Restricția impusă asupra presiunii la ieşirea reactorului este dictată 
de funcționarea în bune condiții a compresorului de gaz cracat, 

Penultima restricție, prezentată sub forma sumei masice a debitelor 
de materie primă şi abur, rezultă din limitarea vitezei la ieşirea reactorului. 
Valori ale debitelor peste anumite limite conduc la atingerea vitezei sunetului, 
ceea ce nu poate fi acceptat în cazul acestui reactor. 
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ultima restricție asupra temperaturii la ieşirea reactorului 
ceea că valorile superioare sînt limitate de rezistența 
nferioare nu sînt interesate pentru reacția chimică, 


În fine, 
este justificată prin & 
tubului, iar valorile i 
principală. 


Simularea procesului de pirolizá а etanului efectuată în lucrarea [18] 


а permis exprimarea modelului matematic al reactorului sub forma unor 
polinoame, în funcție de perturbații şi comenzi. Prezentăm aici două exem- 
ple (pentru concentrațiile de etan nereacționat si de etilenă) : 


С.) = 0,2590 + 0,409458(ха: — 0,0648) + 0,016684(Р; — 3,91) — 
— 0,0623169(T, — 1136,4) — 0,0969609(0,/0, — 0,3151) + 
+ 0,26162 x 10-472 — 1292056) + 0,2769553 x 10 “(хо — 
— 1572,69) — 0,21728 x 10—70, — 2041172,5); | (7-83) 
С,» = 0,4830 — 0,15289 x 10-57; - 820,67) + 0,62401(x;;; — 
— 0,8756) + 1,264829(х2 — 0,0598) — 0,059538(P; — 3,91) — 
— 0,273066: x 10-%(0, — 1798) — 0,1113589 x 107(0, — 556,38) + 
+ 0,058488(Т, — 1136,4) — 0,269435 x 1074(7? — 1292056) + 
+ 0,2469247 x 10—(T Q, — 2041172,5) — 
— 0,886627 x 10-570, — 632314,6). (7 —84) 
În relațiile (7—83) si (7—84) se observă că fiecare componentă x, а vec- 
torului de ieşire poate fi calculată cu ajutorul unei expresii de forma : 
Z, = Хол + АГ, — Т) + Ag(P; — Pj) + Aula: — Хш) + 
+ Ав (хан — Хан) + As Urs — Хан) + 4в(0,- 0) + 
7 Ат (04 5 Qa) T АТ, БЕ: T.) T 4,0210» сє 0.70) sp 
+ Аюл(0? — 08) + Anal — 0) + 4 (T? — T2) + 
+ Авто, — T) + Aus Q – Т0.) + 


+ Aisa(XoiQy — Хег Q4); (7—85) 


unde prin márimile notate cu bará deasupra s-au reprezentat valorile medii 
ale acestor"máürimi, rezultate din procedeul analizei de regresie prin care 


au fost stabilite aceste ecuații. 


Introducînd поба Пе: 
Aot = Хал — Aul; — АР; — Аза — A apei — Asr%esi — 


— 4,0, — АО. — Ag T, — Ay Q. IQ, — Ао — 
410° — Азат — АзАТь — Ан Qa — 


— AisaXciQ ; 
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Ao = АТ + АР; + Аз + Аган + А 5:3", 
relația (7—85) роаќе fi pusă sub forma: 
Xa = Aon + Ао + 440, + АО. + АГ, + Ар,0,/0, + AQ + 
+ 410 + 412,1 + Ais T O, + Ан, Q, + 
4 Алва го а. (7—87) 
Cantitatea de căldură От din funcția de eficiență (7—81) este exprimată 
în funcție de componentele vectorului x, Я Хр printr-o relație de forma 
(7—85). Debitele de etan, etilená, hidrogen si metan pot fi exprimate prin 
produsele dintre debitul masic de hidrocarburi, în kg/h, şi concentrațiile 
respective, în fracții masice. Cu aceasta, relația (7—81) devine: 
Е = Р,х20, + P,xa Q, + Р зХнаО, + Рам. О, — PQr — P Q, — 
— PXQr(Q;, UM T. $ (7—88) 


Ínlocuind fiecare concentrafie din relatia (7—88) cu expresia (7—95) 
corespunzătoare, funcția de eficiență (7—88) ia succesiv formele: 


4 4 4 
f = 0,25 (Ав) + Av) P, + OR 2, AsP, + 002, АР, 


4 4 4 
d QT, 2. Ag, D, + 0. АР, +027 A104 P, + 


4 4 4 
+ 010: 27 АнлРь + ОГ) АР, + СТ.) АпаР, + 


4 4 
+ Q,Q, T, > Аш, Pk + @® 27 Aig,P, — Ро, — P Q, — 


— P,(4Ao1,10 + доло + 0,46 + 0,4% + T-4810 + 0,/0,: Aso + 
+ Q241o10 + An + Т*А1ло + ТО, Аззло + 7,0,4, + 


+ ход,“ A15,10) ; (7—89) 
f LE В, T В,0, + ВО, + В.Т, ди B,Q; + B.Q? + BT? + ВО, + 
B Q, T, + В,,0,7, T BaQ} + В,,0,0? + B, Q, T EN (7—90) 
+ ВОТ, + В,,0,0,7, T B. Q, IQ, 
unde prin В, Bə ...., Bag s-au notat expresiile corespunzătoare trecerii 


de la relația (7—89) la relația (7—90). 

Relaţiile (7—87) şi (7—90) sînt folosite în formularea problemei de 
optim (7—82). În continuare se alcătuieşte problema de programare liniară 
de forma (7—55), asociată problemei (7—82). Urmărirea acestui proces 
se poate face relativ ușor, cu ajutorul programului (scris în FORTRAN) 
prezentat în lista 7.3. 
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c qc c Q c c c c c n = = = = соо с с с с, е; С СЗ С С СОС С є: G, єз єз єз Є: С СО G, C. O я 


DEF 


LIS 


у 


71 


14 


¿NE Felt #125 „#4 6 
ГА 753 
6t LIMITA DE LINIARIZAME PENTRU X 
M NUMARUL DE VARIABILE INDEPENDENTE 
XU PUNCTUL IN CARE SE FACE LINIARIZANEA 
MU NUMARUL COLOANELOR MATRICEI С 
NYE NUMARUL RESTRICTIILOR LIMITATE LA AMBELE САРЕТЕ + FUNCTIA 
UE EFICIENTA 
NAC NUMARUL RESTRICTIILURH Y LIMITATE LA AMBELE CAPETE 
N NUMARUL RESTRICTIILOR IMPLICITE SI EXPLICITE 
KU VECTOR ASOCIAT RESTRICTIILOR TRANSFORMATE IN EGALITATI 
KUCI)EQ RESTRICTIE TIP EGALITATE 
KUCI),GT,0  RESTRICTIE TIP INEGALITATE 
KIY VECTOR SIMILAR CUKTR3 ACESTA RAMINE INSA NEMODIFICAT, 
CONFOR TIPULUI INITIAL AL RESTRICTIEI 
KIR VECTOR CARE INDICA TIPUL RESTRICTIEI 
KTR(1)=1 RESTRICTIE ТІР Y(I),GE,B(I) 
KTR(1)20 RESTRICTIE TIP Ү(1),1Е,8(1) 
мт NUMARUL RESTRICTIILOR IMPLICITE 51 EXPLICITE CU LIMITARE 
ІМТЕ-0 SINGURA PARTE 
NA NUMARUL COMPONENTELOR VECTORULUI X 
NP NUMARUL COMPONENTELOR-PERTURBATII ALE VECTURULUI X 
K VECTOR ASOCIAT RESTRICTIILOR Y 
KCIJ720 RESTRICTIA Y(I) ESTE SATISFACUTA 
К(1221 PENTRU CAZURILE IN CARE RESTRICTIA Y(1) ESTE 
INCLUSA rN PL SAU, NEFIIND SATISFAVUTA, URMEAZA 
SA FIE INCLUSA IN PL 
Nt NUMARUL RESTRICTIILOR DE. ТІР EGALITATE 
HKYN NUMARUL RESTRICTIILOR Y NESATISFACUTE 
МЕ INDICA RESTRICTIILE YL(ID),GT,C(I,M1) NEINUEPLINLITE 51. 
CC(I,M1) FIIND STRICT POZITIV, SE TRANSFORMA IN EGALITATI 
PRIN ADAUGAREA UNEI VARIABILE ECART,C(I,M*ME)z71 
NATER INDICA NUMARUL ITERATIILOR 
МКІМТ MARCHEAZA INTOARCERILE DATORITA RESTRICTILLOR CARE NU AU 
FUST INDEPLINITE 
NRANTZ2U NURMAL, INAINTE 
NRINT=1 INTOARCERE 
KER VECTOR PENTRU MARCAREA МЕБАТТУЕТАТЕТ TERMENULUI LIBER 
КЕК(1)=0 TERMEN LIBER POZITIV 
КЕК(1)=1 TERMEN LIBER NEGATIV 
Ру, МЕ LIMITELE INFERIOARA SJ SUPERIOARA ALE RESTRICTIILOR Y 
COMMUN ANIV 507, KUCÓUJ MME MUTI bal МЕ, IND 
DIMENSION KC3U),KTRCÓOD) , KTYCSO) ,KER(CSOD, 
2 C(30,300, C30), x0(30),Y0(30) , Y (3024 BL2U) e 6L C30) , GLH 
AU113UJ e AUCC2UJ ХМЗПЛ о РТ P212) АТ 12 а 127, p (12) 
REAUNSíIU2M Ме, NY Ме МАК NX АР, INDO МЫ, NAUYX UL 
FORMAT(1012,F5,0) 
NP'IzNpe1 
МЕРУ 
ІТРК=0 
МАТЕ (9, 11) 
ГОВМАТ (/50Х, 12 НОАТЕСЕ INITIALE/) 
МЕТТЕ(6, 10) М, МС, НУ, Na МАС, NX NP, МО ML, NAUYA UL 
ВЕЛО 5,1) (РСТ), 121, 7) 
FORMAT(7E11,4) 


WRITECO, 12) CPC IJ, (5147) 
READ*5,2U) (ХУСТ). GLUIJ4 GLMCA) , I2NPT,NX) 
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¿u ҒОНМА1%5Е14,5) 
DO Iug I=NP1,N2X 
1 41122, 0*GLCI? 
z ЕК ЕТТЕН ТТТ ИТП АГ, 
241 FoRMAT(/SCOX,E12,5)) 7 
"15ML +1 
545441 
„VEznALrI 
00 195 11,11 
Kyt1J2v 
тух) =0 
105 ктн(1)20 
READS, 2 ЛАРТА А, IZ 1, NA TX) 
22 FORMAT(BFT,G,FG,2, ЗРО, 1) 
wRITECG 4 $)CFICID, 121. NAUYX) " 
25 FORNAT(/12E11,4) 
ҚҒА0%5,222(Р251),151%МАСҮХ) 
мия (ТЕ (6, 65) (РОС), IT 1, NACYX) 
REAVIS, 24) (КТЕ (СТ), 151, НТ) 
дь FORMAT(A4UI2) 
и 176 (6,4>) (КЕКС) L7 1,5 NY) 
2> FORMAT(3UC2X,12)) 
DO 194 I71,N1 
10% K(1)70 
М1 ТЕК=-ТУ 
NITAUZU ' 
DO 119 11, NY 
119 кт7(а)<кГЕ СТ) 
DO 195 171,N1 
DO 195 J71,M1 
1U3 (5.(11,93)50.0 
НАСТЕНАС + 1 


v СТ МЕН UA(ELUR 51 ULALUULUL ICKMENILUR АЧ70 4L) 


RERUNS,3UJ4YON 12, 121, МАСТ) 
Su FORMAT(8F/,5,F5,3, F9, 1) 
€"RÍTECOÓ, $12 (УО(Т) , IS1,NAC1) 
$1 FQRMATC/IW ,9(1Х,Р9,6).,1Х,ҒУ.1) 
READS, 52) АХМ(Т) „151, МХ) 
52 РОКМАТ(Е2, 1, 3Е6, 6, F9. 0, 3F6,1) 
MPITt(6,33) СХМСТ)  IS1,NX) | 
35 FORMAT(/'IH ,£E12,5) 
READNYS,35)CCATCI,J)^ 971, 14) 4 451, МАСТ) 
3% ҒОнКАТ(6с15,6/6Е13,6/2Е15,6) à 
WRIÍt(6,56)C(A1CI,J2, J21, 142 ,ГЕТ, МАСТ} 
00 5У0 ІЗ1,ЧАС1 
SUV А01%442-79%142-8151.17/4ХМ51)-А181,204ХМ(2)"А181,52%4ХМ%5)"А1(1,9)% 
^MV5)7A1CL,22* 3Ht5)741C1,0) * M6 62 ATI, (Je 4MC72*A1C1,82* 
AMCO)TATCISYJwAMVL7)/AMLO)-ATCI, IU2)*XMCO) *XMV6)29A1CI,11)7* 
^MX6)*AM(BJTA'ICZ2, 12) *AMLO2*XM(OJ 
TAIAISIS)*ANV/J*AM(BITA1CI,T18*2*AM(OJ*XMLAOO 


£ Un = 


М CIILREA vAftLUR SL LALCULUL TERMENILUR А92%1) 


КЕАО Ло ча, I7 1: e NP) 
^V FORMAT(6E13$,5) 
WRITECO, 0) (ХЕ), Izd, NP) 
00 520 I*1,N5U61 
32v коска уча ідо 12 PACII ТАТА ара) вА ЖАТ Је *A IL 1,552 «ХК 4) + 
, ЕСТ, 51 ях 5) 
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e с. 


с. 


104 


А0%642А%29 

АҒЫС 

мнімізсу 

на 1 ТЕ (бо 1) НТ TER 

ЕОКМАТС/ ПОХ,ЯНТТЕКАТ ЗА» 57) 


CALUULUL VALORILOR КЕЗГКЕСТАЗЬОК Y IN PUNCTUL. XU 


DO Iv? 131. НАСТ <. 
Y0v172AUI N42 *AUZCI ТАЧ КДБ)  AUNO) PATUL e CIRKUL ФАТ 01,8) *X0CB)* 


қ AINA YI «А9%77/ ОҚО) ФАТА ЧУЗЯХИ4О) "КОКО) ФАТЕТ, 11) #ХОСВ) 


€ *AUNSDI*A TCI, 103 *XULO)* AUCUJ PATUL, 15) + КОСИ 2 *A0X9) 
5 +ALL, ТА) «ХО (2) *XOCÓ) 


“г 


11) 


1 


CALVULUL FUNCIIEI VE EFICIENTA 4N PUNCTUL АО 


В1Е-ЛАЦЛУТИ) +АЦ< (ЛО. РОО) 

BAS AAUTLIZTAOCVI)2JXPVI2*XAOTVZJ*TAUZCE) J8PCZJ* NVAUTCO2*AD1C S) ) *PCS) + 
! (801147440650) 2ҰР%82-81(19,07еР(9/-Х0122%А151У,1%)4Р(5)-Р(6) 
USSATCIYJ*PCIJ*ATUZe9)*P(Q) TRIN 5» 9) "РА 48166, ЖИТЬ ) АТ СТО, 72 * 

t Р«5)-Р(7) | 
В&®=А1(10,8)+*Р (2) 

U39A1CI,0/*PCIJ*ATUZ 40)*PC2) TAIS OJ *PX2)4A1€5,0) *PV420A1C10, 10) е 
1 PNS4*AULZ)* КАТА. T4J7*P(T2* A142, 192 *P CC ) A1 CS 142 *PCSD* 
e AT(4,15)*P(4)) 

869-A1(1U,112*p(5) 

ьў= АТАТ СЯРА АТС, E 2*PCOC) ?АТ (5, (29 P 3) АЛЬ, Г) * P4) 
BB27A1(1U,15)*P(5) 

b92 A1v1«04*PV12*A11€6,02*P(C2*A1€5,0)7*P(2) ?АТ (оо) *PCG27A1(1U, 10540 
| Р%5) 

ВТужиту ча пудя Рът) ТАЗ КЕ, ТИ) %Р%6)%А4165,100"Р%52%А 1(594107/%Р(0) 
b1IZA1N1» теля КТ) АС, 12) PVC) АТ ( 5, 12) "РъБ) +А1 (4, 12) ?Р (4) 
p1292A1121012*P CI) +А ТС ТТ) РКЕ АТ (3, 11) ?РъЗ ) +АТ144, 11)? Р (4) 

ВЪЗЖАТА Ло 13) # РП) ФАТХ, 13) *PX€2*A1C(5, 15) #РъЗ) *A 145, 15 ) *Р (4) 
B1^27A1(10,9) *P(5) 

WRITECO, +2) B1,82,B5^B4,05,BD0,B(/ ,8B,U9,B10,B11,812,015,816 


FORMAT(C//7C1X,E12,5)) 
YERATBItUÜC*AQNOJ*B2*AUV/)2*B^*AULÓ)*UD2*AUVG2 *XULO) *6O* AU(B) ХЦ (5) + 
[ B *AUt64*ADC/J*BOXAQ(L/2*AUCO)*U9*XU(O)*XOX0)*010*A40(6)**5,U0* 
e Вт яку кол * АО КОЛ *A&UCO)*B'IC*AUCLÓ)*XULÓOD)* XUCBOJ *BI2*XOXÓD) я ХО (И) # 

5 Х0%82%816%Х0(7)/Х0С(6) 
bFizoc*o*BUD2*XUNLOJ)TU( *FKUCK ) *BY *XUCÓQ)^2*5B1U*sAUNO)*A0XV0J52*B11*2230t10)* 
' дубл + В 1езХИ (5) #ХОЕК) +В 15 "ХО (Ил ядка / "ВТай дог) ЛО СО) ** 2.0 


UFczBÓvU(l*AUCLO)*BB*AU(CU)TB13*AULOJ*XUCOO *B'14/XOXO) 
ЫҒ2Е54т2ч804Х058)%884Х0(/)%8У%Л0(0)%811%Х0%02%Х0%62%2%812%40%062% 
' X0€8)*813«X0€(6)«X0(7) 

UYust-DbFI*ULCO)-BFZ*UuL(C/) =ВЕЗ*ЬЬ (В) 

00 110 ITT,NACYX 

8(1%4-1)2Р1С1) 

8(1%4):р2(1) 


CALLULUL ЕЦЕМЕНТЕСОК МАТКІСЕІ U 


90 117 171,NAC 
М(1%4-1,17Ш541%1,00-ң1%1,У)%АУ(/7/Х00)е6,0)т64А1%:,1У,4Х05027 

| АТК, 12) +Х0(8)+АТСТ, 14) # хо (2) 

((1%4,1)2С5(1>1-1,19 
4(174-1,4/581%:,//4ң1%1,У)/АМ%0/%А181,1534А0%9) 
С(1%1,2)5С(1»1-1,2) 
LCati-41,2424]1,8)*£*AICL, TI2*AUCDO) *RÍ CA 4 1 £2 "ХОР *^1(1,152*XO€ (]) 
МЫ ТЫЧ 
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140 


112 


108 


1/1 


dÜSefUs1J TUA Ita, 1) госта (аи 126J* 6,1 /)0C6C42*2, 349 90 46) 
С(1І%1-1,%1)2)1С(19%22 
С(1%1,%122Р2(1)%р0 

00 112 ТЗМАСТ . МАСУХ 

Jzi-hNAU1*1 

CC4*471,2J471 ; 
CCI*1,J)071 
CC19,M1)2PT1CTU27XUCU7*tUL107 
C(20,41)7P2C10)-X0(6J^GLCÓ) 
CC21«M1)2P1C112-30C72*GL C7) 
CC22401)202C(11)-X0CV 2) *GLC7) 
С(25.М1)2Р1(122-Х0(37%6158) 
С(244М12)2Р2(122-Х0(82%61(8) А 
C(2541271.0 

C(25»4M1)72,U*0L«6) 

C(o6e2)=1,U 

С(26,М1)52,0+ч167/) 

С(27.3)-1.0 

С(2( М1) 502, 0) жо 81 

CCN1« 1) ЕВЕТ, 

C(NT 2) ЕВЕС 

С(М1, 3) =ВЕЗ 

ТЕСМАТЕВ , 67.51 GU TU 114 


SE IMPRIMA &ТК.С,К.КУ. ХО. YO S4 ТЕКА 


МЕ ТЕ (о,2у7 

РОКМАТ ( / ЧИХо ТУНМАТК4 ЕА U/) 

МАІТЕ (6, 27) CKTRCI2,4CCI, 4) „ЧЕТ. 11), КАТО, KUNI), (51, NI) 
РОКМАТ (| «, 5Е10,2,24Е5.0,Е10,2.212) 

МАТЕ (о,22) (Т, ХО(Т) „ТЕНРЪ,НХ) 
ЕОКМАТС /ПОХ , Те, 10Х, СТ4, 7) 

NITERSNITER«*1 

981 ТЕ (о, 202) CT» YUCIQ, 151, ЧАСТ) 

WRITE(6,53)YERA 

FORHAT(/>X,32HVALUAREA FUNCTIEI DE EFICIENTA <,Е14,Г) 
Ү0(11У)2Х0Х(6) 

YOCTI)2XU(?7) 

YOCICIZXU(BI 

00 1V8 ІЗ1,МАМҮХ 

Ү(14%14-1)<Ү0СТ) 

Ү(1%1)5Ү0(1) 

NITAUZHITAD^*1 

ТЕСМАТАО „СТ, 19) GU Гу 211 


$E VERAFIUA DACA RESI!RÍCTIILE YU ЗІМІ INVEPLINIIE 


00 ¿VU 17'1,aY 

IFNKÉ(YNIJ,NE, 1) GU (U там 

ТРЕНКУН, МЕ. О. AND,KCIJ,EQ,1) LU (O 1/e 

этанды ы ыы UA ыы 99 1U 1f. Y 
251 . 

NRYN*NHYw«' 

МЕЕМЕ+ | 

$9 TU тие 

ТРАКТ) МЕ, ч) GU TO суу: 

IFAAESCCYCI)-8(I2)/BCT)). 12 6 1 

сао 1)).17.0.12 GO ГО 12 

MEZMt-1 

60 TU 2Uv 

IFNCAI,NTAJ,LT.U.UJ GU го 5 

С(1.М+мр )ш—1 9 у k: 
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1⁄5 


189 


181 


18е 


¿uu 


18% 


191 


1У4 


193 


iyu 


evil 


АФ) 


150 


Ier 


Ul, TU ec- 

КЕМ 82-1 

((1,9%7,95940 

ETRA) SG 

МрЕЛЕ- 1 

60 TU cuv 

IENNKY 4 ле. у. АННО, Kai Е, 1) УМ VU 18e 


LFANAN 6 LL лочок ВЕ ль Ок, (CUNAJaLE,U, Y5*0(127J) 90 [u 161 


K(12 1 

лаулецктит | 

60 TU 1€c 

|ГУКАТ),МЕ,Т) ву TU cUU 
IrÇAbSC((YCI)=°(1))/b501)) 4 СТ, v. 17 GU ТО dog 
K (1250 

00 Го «ум 
ІЕС, NII оТеч, 0) tu ГО 2UU 
МЕЗМЕ + 1 

CCI,"*NE?TI,C 

кЕК(1)21 

KTR(A4) 51 

Сом Та но 

МЕРИ ИЕ 

Трактат. 4.17 vO fU 171 
iF(OWXRYN,EQ,O) LO ТО 199 

D) 164 І5МР1,МХ 
AQ0VJ1JZACAT2u-XVI2*6LV47 — 
Н-ЗЕЗЕЗ 

vO TU 521 f 

DO 1735 I?!',NY ч - 
[РАКЕВА1). ЕС.) GU ТУ 195 
DO 172 J,1 
C1,J)7-CCI,J/ 

СпнГамЬЕ 


ЧО PENIKU GENERARCA МАНЕ A SÍ VECIURULUI U PENTRU PL 


24-9 

ukTU 

DO YD 1-1,8Ү 
4FSKNIA4,NE,1) bu ТО cuo 
11511-41 

UAL АУ 1 

оп £v1 J31, 

А(4 Па J2zC(CI, #4 ! 
IFCKIRLIJ, NE, Та GUI IU 2уо 
қу) = 

ИРЯЛЬ+ 7 

СОМГА UE 

L=1 1 *rL 

+156 +1 

Стене 

нүл=аү +7 

U0 196 елт, ет 
125114. Y 

кухе) =ре+мм: 

Un 166 J,1 

АС, улес СТ, 17: 

vO 187 121,17 

RCA, nCI)sACI,U IZ 
Ir(N1TERn,CT, бл Оо 210. 
wRITc(6,4/) ° 
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¿£ FORMATC//10X, 1ИЧИАТКАСЕА А ULN FL/) 
60 115 ТЕТ, ЕЛ 
113 uRÍTE(O,28)KUN 12, СА Е, М) ЧЕЛ. MCI) 
28 FORMATCIS,8(1A,E12.5)) 
WRITE(6,29) 
ду ЕРОКМАТА/И/ ох. СОНЗОЦУТДА РКОВЬЕМЕЕ PL//) 
210 CALL PL , 
DO вур) Jš M 
105190У 
DO 891 151,1 
IFXKUCI),EQ,J/ 60 TU 802 
801 СОМТЕМИЕ ` 
X(J*NP)SU.U 
ба TU 805. 
ное K17I 
LUZU 
805 IFKLU, МЕ. 10002 ACJ*NPJ—-AXLKT1,M6C1J 
РОЈ CONTINUE 
00 246 151,81 
295 Куди 
ро 297 УЕМРЛ, МА 
20/7 XQo*NJ4sAQNV JO) XV JA -=6ЬКУ) 
YEL *YERA*DYOS*ACLT, МСТ) 
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Capitolul 8 
APLICAȚIILE PROGRAMĂRII DINAMICE 


Așa cum am mai arătat, obiectul metodelor de optimizare îl constituie 
determinarea maximului sau minimului unei funcţii de mai multe variabile. 

Cititorului îi sint cunoscute, desigur, metodele clasice ale calculului 
diferențial şi variațional, de rezolvare a acestei probleme pentru funcții 
s) una sau mai multe variabile, in anumite condiții (în general, fără restric- 
tii). 

Astfel, una din teoremele de bază ale calculului diferenţial, teorema 
lui Weierstrass, arată că dacă o funcție de o singură variabilă, f(x), este 
definitá si continuá in fiecare punct al unui interval închis, finit, x e [a, 5], 
atunci in acest interval f(x) atinge o valoare maximi absoluti бі o valoare 
minimă absolută. 

Există trei variante de căutare a extremului : 

1) fie în punctele în care f'(x) = 0, dacă f(x) este continuă în intervalul 
(а, b] şi derivabilă în intervalul (a, b), cu excepţia unui număr finit de 
puncte ; 

2) fie în punctele de la capetele intervalului ; 

3) Не in punctele în care /(х) nu este derivabilă, ٣ | 

„Fără îndoială, cititorul cunoaște ,tehnica” determinării practice a 

punctelor x, е (а, b], în care о funcţie dată f(x) prezintă extrem și felul 
fiecărui extrem (хо) — maxim sau minim. mE . -— 

АНагеа extremelor funcțiilor de două variabile apare mai laborioasă ; 
în acest caz, teorema lui Weierstrass arată că fiecare funcţie continuă 
într-un domeniu închis D al variabilelor isi atinge о valoare maximă și una 
minimă în interiorul sau pe conturul domeniului. Ne reamintim că, în = 
unei funcţii de două variabile, condiția necesară са funcţia f(x, y) să a i 
un extrem în punctul Pe D este f, — f, = 0. Condiţia suficientă pen 
ca funcția să admită un maxim este: 


2 
Jui <0 cu p? — f» > 0, 
iar pentru са sá admitá un minim: 
2 
p > 0 cu Je În — Ло > 0. А 
Pentru fy, * fyy — fi, < 0, funcţia nu are extrem, iar pentru f, ° 
55 


J. f; = 0 trebuie găsit un procedeu particular de aflare a extremului. 
“Луу Jay = 
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În sfîrşit, cercetind problemele aflării extremelor funcțiilor de mai 
multe variabile, constatăm că lucrurile se pot amplifica atît de mult încit 
calculul clasic să nu ne mai ofere soluții de găsire practică a acestora. 

Ceea ce rămîne valabil în toate cazurile, este condiția de necesitate : 
dacă Е = Да, Xs, ...., x,) este diferenfiabilá într-un domeniu D, conditia 
necesară de а avea un extrem într-un punct P din interiorul domeniului 


este : 
DU سے‎ Bi uus ты ЖШ О 
д», Әх, дхь , 
adică АҒ = 0 in punctul Ре). 
Pentru anumite forme particulare ale functiei Джа X» «<<, x]: putem 


aplica una din metodele clasice ale calculului variafional, ca de exemplu 
metoda multiplicatorului Lagrange, pentru gásirea valorilor ei extreme. 

Ín numeroase situații practice (cazul conducerii stationar-optimale 
а proceselor in care apar mai multe etape cu decizii secventiale), s-a dez- 
voltat in ultimul timp o metodă eficientă de optimizare cu restricții pentru 
funcțiile de mai multe variabile, care se bazează pe utilizarea resurselor 
tehnicilor de calcul automat. 

Aceasta este metoda programării dinamice, ale cărei aplicații inginereşti 
(mai tipice) formează obiectul acestui capitol. 


8.1. INTRODUCERE ÎN PROGRAMAREA DINAMICĂ 


Programarea dinamică este o metodă de aflare a maximului sau mini- 
mului unei funcții de mai multe variabile. Ea are са Scop, așa cum spune 
R. Bellman — autorul ei, „să obţină răspunsuri numerice la întrebări 
numerice” cu ajutorul calculatoarelor automate. 

Programarea dinamică are la bază un principiu de optim, enunțat 
de Bellman [8] astfel: 

„О strategie optimă are proprietatea că oricare ar fi starea inițială 
şi decizia iniţială, deciziile rămase trebuie să constituie o strategie optimă 
în raport cu starea care rezultă din prima decizie”. Acest principiu se aplică 
unei largi clase de sisteme optimale. 

Deci, pentru a aplica acest principiu, vom împărți procesul de decizie 
în mai multe etape, considerind că la fiecare etapă comportamentul viitor 
al sistemului depinde de starea lui prezentă și nu de comportamentul lui 
din trecut (sau din ,Dreistorie") si vom căuta decizia optimă în raport cu 
starea prezentă. 

n cele ce urmează, vom înțelege prin sistem o funcţie împreună cu 
domeniul ei de definiție, iar prin Proces de decizie — operaţiile de extremi- 
zare a funcţiei, decizia optimă fiind valorile de maximizare sau minimizare 
a funcției. 

Aşa cum vom arăta, metoda programării dinamice se reduce în esență 
ах ŞI 0 comparare а unei mulțimi finite (dar numeroase!) de 

Sá analizüm un exemplu tipic de problemă rezolvabilă prin metoda 
programării dinamice: maximizarea unei funcții de mai multe variabile 
Supuse unei singure restricții. 


146 


СЕ Scanned with OKEN Scanner 


Fie o resursă x pe care o avem la dispoziție si pe care vrem să o împăr- 
tim la N activităţi, în aşa fel încît cele N activități să aducă un venit total 
maxim. Acest fel de probleme se pun desigur acolo unde resursele sînt 
limitate şi se cere o cît mai bună întrebuințare a lor. 

Vom alcătui un model matematic pentru această problemă. 

Mai întîi stabilim поба Пе: vom nota cu x cantitatea de resursă pe 
care vrem să о împărțim, iar cu x; cantitățile parțiale ale resursei x pe care 
urmează să le determinăm, 2 fiind indicele care ia valori de la 11а N 
si care ne arată activitatea căreia îi va fi alocată resurse x;. 

Să punem în evidență restricțiile : 


x >0 (і--1,2,..., М), 


3 


Xi + x, + ... Xy X. 


Vom nota cu g,(x;) venitul pe care îl obținem de la o alocaţie a unei 
cantități x, din resursa x pentru activitatea i. Funcţiile g,(x;) au, in gene- 
ral, forma redată în graficul din figura 8.1, formă care este o consecință 
a două fenomene economice: primul, alocafiile mici aduc venituri mici, 
iar al doilea, alocaţiile prea mari produc un efect de saturație care tinde 
să egalizeze veniturile. Vom construi modelul pentru acest exemplu luînd 
în considerare următoarele ipoteze de bază [1]: 

1° venitul rezultat dintr-o activitate oarecare este independent de 
атоса е pentru alte activităţi ; 

2? veniturile provenite de la diferite activități pot fi măsurate cu o 
unitate comună ; 

3° venitul total poate fi obținut sub forma de sumă a veniturilor indi- 
viduale. 

În condiţiile acestor ipoteze, venitul total al proceselor de alocaţie 
are următoarea expresie: 


Р(х, Xs, ..., Хм) = #1(21) + galt) +... xXx) (8—1 


pe care, pentru un venit total optim, va trebui să о maximizám. 


Fig. 8.1 
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Dacă acesteia îi adăugăm restricțiile : 
x. >0 (4 = 1, Zsa №) 


$ 
N 
"m 
СЕЕ: 
$=1 


care reprezintă de fapt domeniul funcției, obținem modelul matematic 
complet al problemei enunțate la început. 

Observăm că pentru forme particulare ale funcţiilor g; se poate folosi 
cu succes şi calculul clasic — metoda multiplicatorului Lagrange şi metodele 
programării liniare. 

Pentru а maximiza funcția R prin metoda programării dinamice, 
adică pentru a putea aplica principiul optimului pe care această metodă 
îl conține, vom dota procesul de maximizare cu o proprietate dinamică 
şi anume: vom pune condiţia ca alocatiilesá fie făcute una cite una, mai 
întîi pentru activitatea N, apoi pentru activitatea IN —1 şi așa mai departe 
pînă la activitatea 1. 

Procesul de maximizare a funcției R, care la prima vedere părea static, 
a fost transformat astfel într-un proces dinamic. 

Vom pune acum în evidență dependența funcției R(x, X, ..., x,) 


N 
de restrictia >) x, = x şi de N. Vom introduce şirul de funcții fy (x) definit 


i1 
astfel : 


(8—2) 


Ук(%) = max Rud vs x (8—3) 
x) 

Astfel, funcția fy(x) este venitul optim de la o alocaţie a cantității 
de resurse х pentru N activităţi, funcția /у-(х) este venitul optim de la 
o alocaţie a cantității de resurse x pentru N — 1 activităţi ș.a.m.d. 

Vom vedea cum se poate transforma, cu ajutorul acestor şiruri, o pro- 
blemă de maximizare a unei funcţii бет variabile într-o problemă de maxi- 
mizare consecutivă a unei funcţii de o variabilă. 

Termenii șirului (fy(x)) iau, іп două cazuri, valori care se obțin 
imediat : 

— evident / (0) = 0 pentru orice g; (0) = 0 (considerăm că Ја o alocaţie 
de resursă nulă corespunde un venit nul); 

— de asemenea f,(x) = р(х), căci dacă avem o singură activitate, 
vom aloca întreaga cantitate de resurse acestei singure activități. 

Pentru a obține o relație de recurenţă între termenii şirului (/у(х)) 
vom aplica principiul optimizării dinamice astfel : 

Fie хуе [0, x] alocatia aleasă pentru activitatea N; ea пе va aduce 
un venit Ру (Ху). Se ştie însă că restul cantității de resursă, x—xy, va 
fi folosit pentru a obţine un venit maxim de la celelalte N—1 activităţi. 
Acest venit maxim este prin definiție ул (x — xy) care, împreună си 
venitul provenit de la alocarea ху pentru a N-a activitate, dă un venit 
total 2,(х,) -/х-і (x — xy). 

О alegere optimá a lui ху este alegerea care maximizeazá aceastá 
funcție. Obfinem astfel ecuaţia fundamentală a programării dinamice: 


Айя) = max [gu(xy) + fs-i(x — %у)1. (8—4) 
ху S [0.2] 
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Aceasta este о ecuaţie de recurenfá la care primul termen al șirului are 
expresia : 
Jila) = gla). (8—5) 


Vom intra în detalii pentru a vedea cum putem afla maximul expresiei 

(8—4) folosind un sistem de calcul automat. " 
` Observăm, de la început, cá avem trei mărimi care variază in urmă- 

toarea ordine: 


x, în intervalul [0, x], 
x în intervalul [0,X] я 

i în intervalul [1, N], 
unde: X este cantitatea totală maximă a resursei x, fixată, iar N este numá- 
rul total de activități (de asemenea fixat). 

Pentru a putea lucra în cazul unui calculator са funcțiile g; Я], vom 
folosi valorile lor discretizate şi tabelate. Pentru aceasta, este necesar ca 
argumentele x бі x; să varieze ре o rețea de puncte 0, A, 2A, .... МА, A 
fiind pasul rețelei [7]. Mărimea lui A se alege în funcție de precizia cerută 
calculului şi memoria disponibilă, şi este convenabil să fie aceeași și pentru 
х şi pentru x;. 

În funcţie de precizia cerută rezultatelor, vom folosi interpolări liniare 
[7] sau neliniare la evaluarea funcţiilor f; $i g;. 

Datele de intrare sînt: 

N — numărul de activităţi; 

Х — valoarea maximă a resursei totale; 

р(х) — valorile tabelate ale funcţiilor venit. 

Procesul de maximizare începe cu prima activitate. Se evaluează 
funcția f(x) = g(x), adică: 

Л(ВА) = 21(АА) (А та 0, 1, 2, ++) М). (8—6) 

Urmează apoi activitatea a doua. De data aceasta se evaluează funcţia : 

f(x) = max [go [2) + x — х.)1, 
X44€1U,x 
adicá : 
Ja) = mes Ie) + falx — ҺАУ), (8--7) 
unde x уа parcurge 1а rîndul lui întreg șirul de valori discrete date de А, 
ре care le-a parcurs şi Xs. | 

Evaluarea funcției f,(x) înseamnă de fapt reținerea în tabela f(x), 

pentru fiecare valoare а lui x, a valorii maxime a expresiei din membrul 


drept al ecuaţiei (8—7). . f 

Este de asemenea, reținută si valoarea acelui x, la care s-a produs 
maximul într-o tabelă asociată x(x). р f 

Practic se pornește cu x = 0 şi se calculează g,(0) + fi(x) şi gy(A) + 
+ fu(x — A). Apoi se compară cele două valori si se reţine cea ша: mare 
dintre ele, după care se calculează valoarea Ba(2A) + f(x — 2А), care 
este comparată cu valoarea mai mare obținută anterior şi se reține cea mai 
mare dintre ele. Această operaţie continuă pînă ce ва trecut prin toate 
valorile permise. Altfel spus, Xs se măreşte la fiecare pas си A pînă ce devine 
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cel mult egal си x, după care x se mărește cu A, iar x, reia valoarea zero 
și continuă să se mărească cu A pînă ce atinge noua valoare a lui x. 

Procedeul continuă pînă ce x a parcurs toate valorile de la zero la X. 
Odată încheiată această fază, ne aflăm în posesia tabelei /,(х) precum si 
a unei tabele x,(x) corespunzătoare. 


қ Trecind la activitatea а treia, vom avea de evaluat funcția : 
Л(х) = тах [g (%ə) + №(х — за), 
же (0,х 
adicá : 


А(я) = max |е (КА) + fa(x — КА). 
k-0.1,...,M 

În procesul de căutare a maximului, x va porni din nou de la valoarea 
zero şi va ajunge la valoarea X, iar x, va evolua între valorile zero si x. 
Vom obține şi de data aceasta o tabelă /,(х) si o tabelă x(x) corespunzá- 
toare ei, care ne va da pentru fiecare valoare a lui x, valorile x, ce тахітга- 
ză funcția fa(x). 

Vom continua astfel calculele pînă la activitatea N. La fiecare va tre- 
bui să păstrăm în memoria calculatorului (internă sau externă, după posi- 
bilitățile sistemului și necesitățile de calcul) tabelele х,(х), deoarece ele 
ne vor da „decizia optimă”. 

Pentru obținerea deciziei optime vom alege o resursă x, de obicei cea 
maximă X, şi vom citi în tabela ху(х) valoarea lui ху; vom micşora resursa 
x cu cantitatea ху, adică х: = x — ху(х) şi cu această cantitate vom citi 
în tabela xy ;(x) valoarea lui xy..; ; vom continua procedeul pînă la aflarea 
lui х1. Şirul x,, x, ..., Ху reprezintă soluția problemei. 

Observăm cá in această fază a calculelor, tabelele f(x) nu mai sînt 
necesare, rolul lor încheindu-se după determinarea tabelelor x,(x). De 
asemenea, observăm că fiind în posesia tabelelor х,(Х), există mai multe 
seturi de decizii optime, fiecare set corespunzind cantității totale de ге- 
sursa х cu care se porneşte de la tabela ху(х). 

În figura 8.2 este reprezentată schema de calcul corespunzătoare opera- 
{Шог descrise mai sus. În această schemă au fost folosite simbolurile speci- 
224 limbajului FORTRAN pentru operatiile aritmetice si pentru atribuire, 
adicá : 


* pentru înmulțire, 
| pentru impártire, 
= pentru : = („Да valoarea”). 


8.2. EXEMPLE DE APLICAŢII! 


„Pentru а da posibilitate cititorului să aplice efectiv programarea dina- 
mică de tipul descris in $ 8.1, vom prezenta în continuare trei exemple 
concrete, cu formularea problemei, algoritmului și programului de calcul 
aferent (redactat în FORTRAN). 

Ех. 8—1. Să considerăm mai întîi problema încărcării unui vapor 
cu mașini я utilaje petroliere de diferite tipuri, destinate exportului. 


150 


СЕ Scanned with OKEN Scanner 


B= - C9 сиг 


4-6, (Z) *É (2-2) 


Fig. 8.2 
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Se pune problema cum vom încărca un vas de capacitate limitată си o 
încărcătură de valoare maximă? Prin valoare putem înțelege uneori urgenta 
de punere în funcțiune etc. 

Presupunem că avem 27 tipuri de utilaj de încărcat, pe un vas de capaci- 
tate 2, şi fie: 


; — valoarea celui de-al 4-lea tip de utilaj; 


р; — greutatea celui de al 2-lea tip de utilaj; 


x; — numărul de utilaje de tip z care vor fi încărcate. 


De la început se conturează două restricţii : 


7. 


N 
22%); < t, 
i—1 
x, e (0,1, 2, :::) (sint numere întregi). 
Exprimind valoarea încărcăturii totale, obținem funcţia : 
R(xi, X, ..., Xy) = хо + 49, +... + 50 


care va trebui maximizatá, evident, in cazul în саге dorim ,,cea mai va- 
Тогоаза” dintre variantele de încărcare. 


Maximizarea trebuie să ţină seama de restricțiile de mai sus, 
Funcţiile venit sînt aici: 
84%) = 52). 


Să punem în evidență dependența funcţiei R de restricție. Vom intro- 
duce şirul 4/,(2)), care reprezintă venitul optim definit са mai înainte 
(v. $8.1): 


ЛЕ) = max R (xy, Xa, ...., Ху); 
(4) 


pentru care maximizarea se efectuează pe mulțimea de valori întregi x;. 
Atunci : | 


h(x) = R 


1 


. 4 . А м 
unde am notat prin в cea mai mare valoare intreagá ре care о poate 
Р 


lua x. 
Ecuafia programárii dinamice pentru acest exemplu are forma: 


Jx (z) = “ы (ху + fuil — Xy: Ри), 
N 


unde Ху poate lua valorile 0, 1,2, ..., |2 |, iar z poate lua valorile 
p 


0, 1,2, ...., W (unde W este capacitatea maximi). 


‚ Schema de calcul pentru rezolvarea problemei de programare dinamică 
din Ex. 8—7 este prezentată în figura 8.3, iar programul се rezultă din 
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STARI 


i Ezprimă atribuirea - ee calculator | 


(v. fig. 8.2) 


| 


CEL МАГ MARE, ÎNTREG CUPRINS 
М2 


PROCEDURA DE MAAIMIZARE 

A-maz Vk)» x «f (z-Fp xxt) 
xe [2, maz] 

Б(1)=4 

Ак (4) MI 
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TABEL (i, 2x K-1)- (t) G 
TABEL (i, 2 * K) = Ati) 


М SCRIE 
қ <=> = САР VAL, АА 


154 


СЕ Scanned with OKEN Scanner 


aceastá schemá, scris in FORTRAN, este redat ín lista 8.1. Rezultatele 
obţinute cu acest program, ре baza datelor de intrare din lista 8.2 şi pentru 
tabelele de lucru din lista 8.3, зи indicate în „out-print'-ul din lista 8.4. 
ж 
ж Ж 


În problema precedentá am folosit metoda programárii dinamice pentru 
a repartiza o resursá x la N activităţi. 
în cele ce urmează vom extinde metoda programării dinamice pentru 
tea repartiza două tipuri de resursă, x şi y, la N activităţi, 
În principiu, programarea dinamică se poate aplica pentru a repartiza 
M tipuri de resursă la N activităţi, dar există posibilitatea de a depăși rapid 
capacitatea memoriei calculatorului. Dimensiunile tabelelor р; şi f; devin 
О por numărul de puncte pe reţea, pe care l-ar parcurge 


resursa X, iar M este numărul de resurse diferite. 

Programarea dinamică poate fi folosită totuși şi în cazurile arătate 
mai sus, dar aplicînd anumite procedee matematice, care vor evita creşterea 
dimensiunilor tabelelor (multiplicatorul Lagrange, аргохипа 1 succesive 
etc. [1]). 

Sà notám cu x si y cele douá feluri de resurse, iar cu x; $i y; cantitátile 
respective, de repartizat pentru activitatea 7. 

Fie funcția р (Хр у) venitul provenit de la activitatea 7, cind s-au 
făcut repartițiile de resurse x;, Y; 

Cu aceste notatii putem trece la rezolvarea unei probleme absolut ana- 
loage celei rezolvate mai înainte. 

Avem de maximizat funcţia : 


a pu 


м А 
R(x, Xos +) XN? Jp» Ye ..., Ум) = 258 (z y). 


supusă restricțiilor : 


у; = у сау; > 0. 


$=1 


Introducem şirul de funcții numite venitul optim: 


ul, 5) = тах Куп, Xu ..., Ан) Yu Ya (o УМ): 


И 


Maximizarea se efectueazá pe domeniul valorilor x; si y; nenegative, 
cu N variind de la 1, 2, 3 ... înainte. 
Pentru N = 1, f(x, y) = g(x, y). 


ME entru N 22 scriem ecuaţia fundamentală a programării dinamice 


Ли», y) = max { тах [gy (Xy, Ум) + f-13 — м, y — ум) |. 


О<ху<х 0<уу<у 


" „Să considerăm un caz particular al problemei bidimensionale de mai 
1$: fie x; Я у; legati prin relația de forma у; = ,(x;)- 
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LISTA 8,1 

PROGRAMARE DINAMICA 

PROGRAM MONODIMENSIUNAL PENTRU FUNCTII -DE N VARIABILE 
СЕХ, 8-41 INCARCARE UTILAJE CU RESTRICTII DE GREUTATE) 


00000 


DIMENSION P(10),VC10),F4(1012, £2€101) ,XK 1012 ААСТО) ,ТАВЕГ (101,20) 
DATA BB/2880000000/ 


CITIREA РАКАМЕТКТ СОК 4 NUMAR UTILAJE N 
CAPACITATE MAXIMA . M 
GREUTATI $1 VALORI UTILAJE P.Y 

K INDICELE UTILAJULUT 

L INDICELE CAPACITATII (5142,1) 


READ (105,200) ММ, (РКТ),151,М), (УСІ), 1724, N) 
SCRIERE DATE INITIALE 

WRITE (108,400)  N,W,CI,PCID,VCID,IRA,ND 
WRITE(108,401) (1,1,1=1, М) 


о 0000000 


NZzW*1 
DO 1 1=1,№2 

4 F4CI?20, 
00 7 Ке1,М 
2z0 
DO © (51,87 
Хеб 
Вев8 

с PROCEDURA DE AFLARE A CELUI МАТ MARE ÎNTREG CUPRINS IN 2 

1-0 | | 
XMAXSZ 

2 IF(XMAX,LT,P(K)2) GO TO 3 
ХмАХЕХМАХ=Р (ку 
1=1+1 
Go TU 2 


$ ХМАХЕТ 
с INDICELE DE INTRARE IN TABELA F1 
4 1мр=2=-р (К) + Х 41 
А=У (К) *Х+Е1 СІКО) 
IF СА. (Е, В) (0 ТО 5 
В=А 
CzX 
5 Х=у+1 
IF (X,LE,XMAX) GU TU 4 


Хк(1)=( 
F?(L)=a 

6 2=7+1 
DO 7 121,NZ 

C MEMORARF IN TABEL PENTRU IMPRIMAKE ХК SI Е? 

TABEL(I,2*»K-4)zF2(]) 
TABELCI,29K  )sXK(I) 

7 F^(tI)7F2(I1) 
N2z2*N 
Do 8 121,М/ 
2-1-1 . 
WRTTE(C108,502) 4, CTABELCI QU), ЕТ, 2) 
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ооо 


Я CONTINUE 
EXPLURAREA TABELELUF 


СіТІНЕ CAPACITATE УА5 
МРТТЕ(108, 403) CI, ТЕЛ, N) 
9 READC105,200; ENDz11) САР 
шет INDICELE CAPACITATII DISPUNIRILE 
17=САР+1 
VAL=0 
10 AA(K)#ZTABEL(IZ,2*K) 
17=17-ААСК)*РрСК) 
VALOARE CUMULATA 
VALEVAL*AA CK) * УСК) 
KzK-1 
Ir (K,GT,0) GO TU 10 
WRITEC108,604) САР,УАС»,(АД(12,151.85) 
60 TU 9 
11 STOP 


200 FORMAT(IS,F5,0/(20F4,U7) 
400 FORMAT (*'41',1^X,'DATELE DE | НТРАКЕ е" / 41 (Х, 5 (чНж*еа* ) / | 
““0 NUMARUL UTILAJELOR *. 1307" РАРАСТТАТЕ (ТОМЕ)", 11А 
*/ #0 N. UT, GREUTATE VALOARE “/(17.2F44.0)) 
404 FORMAT (817, ЗОХ, "ТАВЕГЕЦЕ UE LUCRII Fk(X) SI ХКСХ) 1 /ЗСХ,55(ТНе) , 
2'0 Z2 е, 76! F' 12, Х',12)У 
402 FORMAT(F6,0,10(F6,41,160) | 
603 FORMAT (*41',46X, ' TABELA REZULTATELOR?'/16X, C2 1H*)/ 
*'p САР, ТОТ, VALOARE*,10X, NUMAR U T IL a J'*/20X,7157) 
40, FORMAT (2(F7:0,3X),1015) 


END 


Lista 8.1 


DATELE DE ТМТВАКЕ: 


What bare 


NUMARUL UTILAJELOR 7 

САРАСТТАТЕ (ТОМЕ) $^ 

NUT, GREUTATE VALUARE 
1 3, 19n, 
2 и 45^, 
3 Т; 455. 
4 9, 487, 
5 8. 475, 
6 7, 425, 
Т 1. 27. 

Lista 8.2 
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€ w < с < + с 


« 


© C < €e C C Y C Ç < < 


CEY с Ç & 


C < m < < г 


с c.cc« C C C Cc C-C C C€ C < CÇ 
. 
e 
c 
о 


> C с) с: с с Oc с.с C с. 
е 
e 
c 
T 


СВ 72511 

9458240 0*%5 8410 ! О’ЪЗДЬЬ 0*58/1% 0 "$61? ل — ل0570‎ 
у 920 0*O*ZLV 9994002  v*0Qv417 0 "091+ v*USLL6 АХ. 
0*07210 0%0%29 9797210 4407217 0%09/% v'vSiL6 v*üv6 
9750640 г O'SOSLU °  Q'SOSLO, 0*SGSLE ` 0*50СрЕ Уч 6 799% 
9%057:0 0%067,У 9% 0571 9%06%;2 0“22%,< ЫТ: 

у *52710 056079: 04897,0. U‘ SOLE 0*s0*1c J'OviLS 

"5970 `  OQ*'S07LU 0 "50710 ' 0*5071& 04609,4 940% 

975610 9%06с0 0% 0о*0с&1ё 0*9г$ 1с у 0000. 

v'SegLO ' 0*socvv ' 0°SOELO 9596,6 0760с,с 4990,4 

J 50660 0°SOLLU 0° SUELO 945066 0%50<,< ©*добу, 

v*0420LO0 . Á 2*'040LU 0 *02010 0"0,0,42 ` 0°*®0,01 м"0м6 9 

у "ороо 046910 | 0 *% 5011 05101, 0 "на С 4402 7 

-'066 0 0%046 Q 0"046 0 0*'046 2 0'046 С V*'Üvo v то 
9046 0, 0'026 0 0*046 0 0%0,6 2 0*v46 b v*vs9 s 

Ито 0 0'SL6 Q 0 "5,6 L 0'SLo L дева L м"ма9 5 

“968 0 0'048 U 0'048 0 0'028 e 0*v2R b V'vS9 s 

У "Оук 0 9'028 0 0*028 Q о "Оди ё 0 *042я b М4М66 7 

У "559 0 0'559 U 0*s.9 0 0'Sg9 | О "все b у *%0655 7 

9*085 0 0*086 0 0*0s$ L 0%086 0 0*uss > U*'UsS 7 

94565 0 0'sss U 07556 0 0'sss | О"66С b У%У57 c 

9555 0 0'555 0 0*Szs 0 0'555 | 0*sgG b 9" ч57 ç 

у*687 0 9%087 9 0*0u7 L 0%087 0 0*055 b 9492567 g 

24557 0 Об? U 0°Sx%? 0 у %659 | 0*S<y v у*буг 2 ° 
9457 0 0*сў vU 0*527 0 О“аст | O'S v у*буе 2 

"Оре 0 ` 0'002 0 0*002 Q 0*'002 0 0'002 0 V'óv2 г 

У" бр 0 0%00, 9 09990 0%00, 0 0*00L 0 ТЫТ 

402,0 0'00, 0 0 “Оби Q 0*00, 0 о“объ O умоу | 

9%00, 0 0*00, 0 0*00L 0 0*00L 0 0%001 O V'OOL L 

9407 0 g" у 0“ 0 0° 0 0” 9 u° 0 . 
0*02 0 ра 9 0° 0 0* 0 0” 9 о” v - 
0” 0 0" 0 07 0 0“ 0 0“ 0 0° 9 ° 
£i 9X 94 S^ sd 7х 7 i Ех £ 3 ак 2 3 L Á "n 


малым дада тала cr" m 


#(Х)УХ IS (X)33 NYIN За 8131487) 
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. ... е. в. è . ... . 


> < r. rn из <. N ко 


N 
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TABELA REZULTATELUR: 
АДЕЕТ € 6 а f f & h f fc fr fe h f fe f 


САР.ТОТ, VALOARE NUMAR UT FL 4 

4 2 3 [^ 5 5 ГА 
50, 1785, 0 0 5 1 0 0 0 
28, 4740, n n 4 n 0 0 0 
26, 4450, 1 n 2 1 0 0 0 
74. 1405, 1 ^ 3 n 0 0 0 
24, 1305. n n 5 n 0 D D 
20. 4070. 2 n 2 n 0 0 0 

Lista 8.4 


În acest caz, avem de maximizat funcția : 


R( Xs ..., Xy) = ey) + gelt) + ... + En (Xx), 
supusă următoarelor restricții : 


2 аД%) < х, = (8-8) 


=. 
| 
Ld 


Mergind pe aceeași cale ca pînă acum, definim sirurile de funcţii : 


Jul, y) = as Ге(2а) + gs) + ... + gu (xw)], 


unde maximul se cautá pe domeniul lui x dat de cele trei restrictii din (8—8). 
Ecuația programării dinamice ia forma: 


Înlz, y) = жез [&м(®х) + Д/м—1(® — ay(xy), у — б, (жу)! 


ayl XN) 5% 


Ol) < y 
Pentru М = 1: 
(x, y) = тах x) 
alx) < x 
bx) < y 


Un exemplu ne va arăta procedeul de lucru pentru utilizarea unui 
calculator. 


‚Ех. 8—2. Să admitem că la problema rezolvată anterior (v. Ex. 8— 7), 
de încărcare optimă a unui vapor cu utilaje petroliere de diferite greutăți, 
E restricția de greutate totală P, ni se impune şi o restricţie de spațiu 
otal S. 

Aceste restricţii sînt, fireşte, datorate capacităţii limitate — in greu- 
tate și volum — pe care o are vasul. 
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Еоги т așadar problema : „cîte articole de tipul $ vom putea încărca 
pe vapor în condiţiile unor restricţii de greutate si volum, în așa fel ca valoarea 
. . ^ ` “ è . ч 49) 
totală a utilajelor încărcate să Не maximă? 
Vom folosi notatiile : 


v, — valoarea celui de-al ?-lea tip de utilaj; 
$; — greutatea celui de-al 7-lea tip de utilaj; 


s; — spațiul (volumul) celui de-al +Jlea tip de utilaj. 


Вевітіс Ше, în cazul acestui exemplu, vor fi: 


x; e (0, 1, 2, ...) (numere întregi), 
N 
>` №5; < S, 


N 
> xb < Р. 
i-i 


Valoarea incárcáturii totale este datá de functia: 


N 
R(x, Хо) <<<, Xy) == >, gil), 


i=1 


unde са я in problema din Ех. 8—7: 


64%) = Xa; 


Relația fundamentală de recurenţă este aici: 


Fils, 2) = max [g,(x,) + fxn- (6 — вр $ — x,5,), 


iar x, poate lua valorile 0, 1, ..., min ІН у ІІ unde Н sau | 

k 5% k Sk 
inseamná cel mai mare număr întreg pe care-l poate lua x (partea întreagă 
a lui x). 

Rezolvarea problemei se realizează conform schemei de calcul din 
figura 8.4, prelucrarea cu un calculator automat efectuîndu-se cu ajutorul 
programului FORTRAN redat în lista 8.5 (asemănător celui din lista 8.1, 
folosit pentru problema din Ex. 8—1, dar la care se mai adaugă $1 restricția 
de volum). Folosind datele din lista 8.6 si tabelele de lucru redate partial 
in lista 8.7, obținem rezultatele din ,listing”-ul reprodus іп lista 8.8. 


* 
* * 


‚ Vom examina acum o problemă de programare dinamică neliniară, 
adică un model de optimizare a unei funcţii neliniare, care poate apare, 
de exemplu, la evaluarea probabilității de bună funcționare a unui dis- 
pozitiv electronic ; acelaşi model poate fi aplicat si unor grupuri de mașini 
sau utilaje care funcționează în interdependenfá. Se pune condiţia ca dis- 


pozitivul electronic sau grupa de maşini să funcționeze continuu. În acest 
scop se vor duplica unele componente бі se vor lega în paralel pentru са, 
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CITESTE: 
N, MP, MS 


P(x), S(A), ИК) 


PROCEDURA DE MINIM 
zp) [ 25 
XMAN- mr [d] 18 


INDS= Z5 -5(K)* X1 
/МОР= ZP-PIK)* X*1 


A-V(K) £+ БОР INDS) 
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АЙТУЫ 
(ТУЫН 


а Nu 
«Д Nu 


© 


Da 
Ja 
ră 


CITEŞTE | 


/Р таг 
/$ тах 
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IP- [P-AA(K) * P (£) 
I$215-AA(K)* S(K) 


în cazul uei defecţiuni la una din componente, sarcina е! să poată fi preluată 
de componentul paralel, in mod automat. | 

Din punct'de vedere practic, nu putem dubla la nesfârşit componentele 
din diferite considerente de spatiu, greutate, cost etc. Se pune intrebarea 
cum vom duplica în mod optim 'componentele, adică care este numărul 
din fiecare component care trebuie duplicat în așa fel încît probabilitatea. 
de bună funcționare a întregului ansamblu să fie maximă. 

Funcția de siguranță în funcționare a dispozitivului are următoarea. 
expresie ; 


N 
Sy = I IG;(m;) m —0, 1, 2, ..., 
гі 


unde G,;(m;) este funcția de bună funcţionare pentru componentul j cînd 
se cunosc 1 + m; componente similare legate în paralel. 
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Фсоо сс 


€ 


Сз Сі Сэ СУ Сэ Су С» СГ» су» с: 


с: 
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LISTA 8,5 
PROGRAMARE DINAMICA 
PROGRAM BIDIMENSIONAL | PENTHU FUNCTIJ DE N VARIABILE 

(ЕХ, 721 INCARCARE UTILAJE Си RESTRICTII OE GREUTATE sI OE VOLUM- 


DEFINE FILE BOCDVTIMTéRCFI1V,8BF5$659)7100 


IMPLACIT INTEGER (АХ) 


DIMENSION РВ) 5682 VCBJ ЕЯ (31, СТ) 4 E231, 2120 XK 15 £1) AA (E 
DIMENSION TP(31), T8(24) 
DATA 88/2880000000/ 


N NUMARUL DE UTILAJE 

NP GREUTATE TOTALA MAXIMA 

MS VOLUM TOTAL MAXIM 

Pe SV  GREUTATILE, VOLUMELE SI VALOAREA FIECARUI UTILAJ 
88 MINUS INFINIT PENTRU CALCULATOR 

K INDICELE UTILAJULUT? 

ІР INDICELE GREUTATII 

15 INDICELE VOLUMULUI 


READ (102,600) N,MP,MS,CPCIJ, 5 (2, VCI) „121, NJ 


WRă TE (103,600) NaMPeMSe СТ, POI), SCID VCI ISIN) 
НРЕМР ә" | 
№$=М$+1 

00 1 1=1, МР 

ТР(17%17-1 

00 1 4=1,№5 

F1KIrJ)s0 


DO 9 Кз4:М 
2$=0 
15:Е25%1 
2рк0 
1pzzPe+1 
8=88 


PROCEDURA DE MINIM 


УМАХ=7 5 

ТЕ € ХМАХ.ЬТ. РСК) ОВ. УМАХ. ЕТ, 5(К) 2 Go TQ 5 
ХМАХЕХМАХР (K) 

YMAX*YMAX-S CK) 

IzI*' 

60 TO 4 


> ХМАХ=1 


Х=0 

ТОРЕ Р-Р (К) +7 
10055265 (К) „Х+ 3 
AxVCK) ex *FTCINDP,INDS) 
IF(A,Lr,B) Go TO 7 

ВЕА 

СЕХ 

Х=х+ 1 

IF (X,LE.XMAX) GO TO 6 


RETINEREA VALORII MAXIME 
F2(IP,15)28 

ХК(ІР, 15$) С 

1рз2Р%4 | 

Ir KIP:LT,NP) GO TO 5 
45275,4 

ІР C1S.LT,NS) GO TO £ 
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ро 8 121, NS 

Т$ (1/1 ите 1 

DO 8 Jg1«NP  . 
8 1,1) 7204,2) 


< 


WRITE (198,407) KeCTS5CIO24 IST ,NS2 24 СТРСТ) 4 КРЛ ели, МЗ), 11, НР) 


WRITE (108,402) Ка СТУ СТ) INI NSI е CTPCI (X612 448, N52 ТЕЛ, NP) 


9 WRITE (100) XK 


ENDFILE 100 
WRITE (108,403) (1,193, ND 


EXPLORAREA TABELELOR 

10 READ (405, 200, ENDB14) MAXP,MAXS 
44 READ (400, END"12) 

60 79 11 
12 CONTINUE 

IpzMAxpe! 

ТЕМАХ $ +1 

VAL=O 

Ks=N 

BACKSPACE 100 
13 BACKSPACE 100 
READ(C100) ХК 
BACKSPACE 100 
да CK? жХК СЕР, 19) 
VALEVALeAACKO*VCKO- 
IpxlIPeAACKOSPCR 
15=15=АА(К) +5 СК) 
КаК» 
IF (Ҡ,67.07 GU TO 15 
ІрБіІР-! 
15515-14 
50 ТО 10 

14 STOP 
ЕТЕУ. 
200 FORMAT € 5110! 
400 FORMAT ('1 


1 | NUMAR UTILAJE — ',112 И 
2 ' GREUTATE MAXIMA ',112 / 
5 i VOLUM MAXIM 4112 // 
в И м, ит, GREUTATE VOLUM 


VALQARE 


УА, е МАХР, МАХ5, ТР, 15, CARA CU) 1Z1, N) 


DATELE DE INTRARE1'/6x,5(4H***2)/ 


"/(413)) 


401 FORMAT ('1',T54,' EXTRAS Отм TABELELE nE LUCRU:;:t/T5e 30 ( ТНед/ 


*1T66,'r',12//' p/S',2116//6(22196)0) 


402 FORMAT ('1*',T54,' EXTRAS DIN TABELELE DE LUCRU:2'/TS«, 30 С1Н») / 


*T66, 'x',12//' p/$'.2116//(22162) 
403 FORMAT ('1',35X, ' TABELA REZULTATELOR: 
270 VALOARE GR. МАХ УО. МАХ REST 
NUMAR UTIL A J'/ 49x,715/) 
2804 FORMAT (219,4X,715) 
Спрут? 


END 
Lista 8.5 


DATELE DE INTRARE: 
пазя пай зъняявувъз?ве 
NUMAR UTILAJE 
GREUTATE MAXIMA 
VOLUM MAXIN 


N UT, GREUTATE VOLUN 
4 3 1 
2 9 11 
3 7 і 
L 9 t 
5 А L 
5 ? * 
7 1 4 
Lista 8.6 


,/35x ее (Лн*) / 


GR REST 


* 
30 
"iu 


VALUARE 


400 
450 
435 
2280 
435 
225 
20 


VOL! вх, 
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581, 
Oval 
Oval 
505 
OGL 
507% 
5071 
0с, 
S01! 
69%! 
020% 
с || 
040 
046 
Slo 
025 
04% 
SEY 


6221 
0941 
0921 
с̧ 71 
0571 
6074 
<071 
06%1 
GOEL 
sot 
0201 
SLU 
046 
026 
CL6 
048 


9L 


<; 


е, 


© 


У 9 0 0 0 0 

у 0 0 m 0 0 

9 9 0 0 0 0 

et Lt 01 6 я 2 
93 


алал Ааа O лала ЖҮ 


50490"? 30 373138V4 NIQ SVulX3 


S£? 
557 
4%7 
685 
S27 
S£? 
S£? 
685 
S£ 


SEY 
657 
66%: 


557 
557 


се с, с. е сс с CCC COC сос" с C cC C с: е 


е с ос ос се с, 


= 


<< с: с cc c c< c сос сос с cc с.о 


Фос ес с с c c. 


eo 


L8 93511 
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СЕ 


EXTRAS DIN TABELELE DE LUCR! 
PORNO АКК КККК ЛЕР" 


Lista 8.7 (continuare) 


6 


x < 


10 47 18 19 20 


45 


11 12 13 


10 


2/5 


оооооооооо 


осссес с 
ооооооо 
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TABFLA HEZULTATFLUR: 


ETETETT ES и EE baii 


VOL MAX KREST GR REST VOL NUMAR UTILAJ 
VALOARE GR, МАХ VOL, | i | T . р , 
4785 59 g^ 0 5 0 n 2 1 A 0 A 
476^ 2^ 49 " 2 0 n / n ^ n 4 
474 ^ >а др 0 2 0 ^ 4 0 ^ 0 ^ 
«495 27 к? ^ " e © 2 0 n 4 ^ 
145 ^6 46 т " 1 n ? 1 ^ n ^ 
apar 25 45 | ev ^ 1 ^ ? 0 ^ 1 4 
239€ 24 41 Ñ 0 7 ^ 2 n ^ 1 ^ 
4341€ 22 . 2 ^ fy 0 ^ 2 ^ ^ 4 4 
“29< 2“ 11 A n 0 т 2 c ^ 1 ^ 
9?^ 2^ an 2 0 3 ^ ^ n ^ 2 « 
48% TA 5 4 0 0 Kf ^ 4 ^ 0 ^ 
Lista 8.8 


Forma funcțiilor g;(m;) este tipică pentru astfel de probleme: 
бут) = 1 — (1 — $2775, 


unde р; este probabilitatea de bună funcţionare a fiecărui component 7, 
cunoscută. 

Asupra restricțiilor pe care trebuie să le introducem vom face o analiză 
apriorică pentru a evita un efort de calcul mult prea mare ; știm că fiecare 
restricție conduce la mărirea cu o dimensiune a tabelelor de lucru. 

Să presupunem, deci, că în urma analizei făcute am reușit să stabilim 
pentru fiecare component numărul maxim de duplicate. Această analiză 
s-a făcut Ипіпа cont de restricţiile de greutate, de spațiu disponibil, de cost, 
de posibilitate de conectare іп caz de defecfiune etc. Tot în urma analizei, 
s-a stabilit şi numărul maxim total de componente în dublură pe care îl 
poate conține tot dispozitivul; fie acesta MCM. 

Problema constă în aceea a maximizării funcției : 


N | 
Sy = LI G;(m;), 


supusă restricțiilor : 


N 
25m, < МСМ, (8—9) 
j=1 
Mj > 0. 
; Ecuafia de recurenfá a programárii dinamice are pentru aceastš funcfie 
orma : 
Fy(m) = тах  [Gy(my) + Ен-(т-- m,)], 
mue [0, M x(m)] 
eu 
Е.(т) = тах Gm), 
те (0,Mz(1)) 
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unde tabela M, cuprinde pentru fiecare tip de component (7) numárul 
maxim de dubluri. 

Ex. 8—3. Pentru ilustrarea celor de mai sus, vom considera exemplul 
unui grup de agregate cu 6 componente, la care numărul total de ,,dubluri" 
poate ajunge pînă la 40. 

Rezolvarea problemei se poate efectua cu programul de calcul redat 
în lista 8.9, redactat în FORTRAN. 

Problema a fost rezolvată pentru datele indicate în lista 8.10. Este 
interesant de urmărit în tabela cu rezultate (lista 8.11) evoluția numărului 
de үйі E în funcţie de probabilitatea de bună funcționare și de suma 
lor totală. | 


TABELELE DE LUCRU РК(Х) SI XK(X): 


никакой нак 


а r 1 X 1 Е? Х > F3 хх F Š у 4 r5 X 5 F6 x 
о 880 0 „616 0 585 A 439 0 3751 A 4272 
4 1986 1 2804 4 „761 A 573 0 .456 A 2188 
5. 998 2 „897 4 .852 0 „713 1 5571 A 2485 
3 1,000 3 .959 2 „911 0 799 1 685 a 1582 
4 1,000 4 „978 4 .957 4 „854 1 2767 ^ .669 
5 1.000 5 „990 т „975 4 „897 1 1820 4 750 
6 1,000 6 „996 à „988 4 „942 2 .861 4 .801 
7 1.000 7 „998 5 993 4 +960 2 2984 4 28842 
а 1:000 7 „999 4 996 ? 972 2 .934 > 2884 
9 1.000 7 1.000 4 997 2 984 3 1952 > .913 

10 1;000 71.000 & 999 > „989 з 196% 2 934 

14 11000 7 1.000 т 9 2 992 4 1976 > .949 

12 1,000 7 1,000 я 1,000 2 995 4 „982 3 „961 

2 1:000 7 1.000 А 1.000 2 ,996 8 2988 1 .973 

Р 15500 7 1,000 9 1,000 3 .998 4 .991 1 „979 

18 li 7 1.000 10 1.000 3 „999 5 2993 3 .985 

ds 14000 7 1.000 40 1.000 з „999 5 2995 4 „987 

prs 4 1.000 10 1.000 3 ,999 5 .996 3 .990 

22302 4.000 10 1,000 4 1,000 5 .998 4 993 

Ba d 1.000 40 1,000 4 1,000 5 .998 ¿L 994 

аны 7 1.008 40 1,000 4 1,000 5 „999 5 2997 

23 17000 ; „000 10 1,000 4 1,000 5 .999 қ 998 

2, 45505 4 1600) 10 1,000 ¿ 1,000 5 .999 қ „998 

арор г „000 10 1.000 4 1,000 5 1.000 < „999 

2%, 11000 4 1.000 10 1,000 4 1,000 5 1.000 А .999 

2741010 : 72000 40 1,000 4 1,000 5 42600 д .999 

28 17000 i 12000 10 1,000 4 1.000 5 42000 A .9У9 

29 12000 „000 40 1,000 4 1,000 5 1.006 к 1.000 

514100 и 1,000 10 1,000 4 1,000 $ 4.005 э 1.000 

34 12090 4 1,000 10 1,000 4 1,000 5 41.000 ? 1.000 

4541406 и 1.000 10 1,000 4 1,007 5 1.000 ? 1.000 

33 0 Ц 1.000 10 1,000 4 1.000 5 1; 000 7 1.000 

34 11060 и 0059 10 1,000 4 1.000 5 4.000 2 1.000 

35 15000 ; 1.970 10 1,000 , 1,000 5 1.000 о 1.000 

$5 00 A 1,000 10 1,000 4 1,000 5 41.000 o 4.0 

37 15600 I 1.000 40 1,000 4 1,000 5 1.000 10 4:020 

38 15500 : 10 0 10 1.000 4 1.000 5 4.000 40 11010 

3e 1000 ; 1:000 10 1,000 4 1,001 5 1-000 an 1:000 
45605 г 00 19 1,000 4 1,002 5 42000 40 1:000 

1.001 10 1.000 4 1,0070 5 1.000 40 1:000 


169 


N2D2> > лл يې ي‎ л л г г م جم‎ С ли UU чало оома злое 


СЕ Scanned with OKEN Scanner 


cy > сэ n СУ оо > о 


e 


170 


LISTA 8,9 
PROGRAMARE DINAMIUA 
(ЕХ. 8-91 MODEL DE ASAMBLARE CU SIGURANTA IN FUNCT. COMPONENTELOR) 


NUMARUL DE COMPONENTE DIFERITE N 
NUMARUL MAXIM DE COMP,.IN MONTAJ MX 
PROBABILITATEA DE "МА FUNCTIONARE P 
NUMARUL MAXIM TOTAL AL COMPONENTELOR МСИ 


DIMENSION МХ(6) .РС6),Е1(41),Е2(41), ХКСА1)  TABELCA1,20), AA CA) 
DATA 88/2880000000/ 


GCM,PROB)1-(1-PRUB) ** (M41) 


READ (105,200) М, МСМ, СМХСТ), РСТ). ТЕТ, НМ) 
WRITE (108.400) М, MCM СІ, МХСТ) РСТ, =. N) 
УРТТЕ (108,401) (1,1,1=1, му 
мем | амсм+ 1 

DO 1 I21,MCM1 

Ғ4 (12-1 

DO 5 Kz1,N 

M220 

8288 

ММАХ=МХ СК) 

ТЕ (MXCOK) СТ, MZ) ММАХЕМУ 
Ме 0 

INpEZMZ=M+1 
AzG(M,PCK))*FTCIND) 

Ir (АЦЕВ) nO TO 4 

Be À 

CzM 

MzM*1 

Ir (M,LE, MMAX) GU TO 3 

Е? (M7Z+1)=B 

Хк (М2+1) ЕС 

Му2М7%1 

Ir (MZ,LE,MCM) GU TO 2 

Do 5 I21,MCM4 

TABEL (I,2*K-122F2(I) 
TAREL (I,2*K  )3XK(I1) 

Е4 (1) ЕЕ2 (Т) 


NazN*N 

DO 6 121, МЕМ4 

Maf-1 

WRITE (108,002) M,CTABEL(T^J), J731,N2) 


EXPLURARE TABELE 


WRITEÉC108,403)(1, 151, N) 
00 8 120,30,2 

Кин 

I2zMUM1-I 

AACK)ZTABEL (12,2%К) 
17:12-АА(к) 

КеКк-1 

ТЕ (K,GT,0) GO TO 7 
WRITE (108,474) МЕМ, (АА(Қ),Ка4, N) 
CONTINUE 

STAP 
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ТАЛА А ДЫН 


.610.2) 
200- tno, Lr Oe ATELE DË INTRARE,'/6X,SCoHvene)/ | 
di ud СОИРОМЕМТЕ" , 1107 * NHMAR TOTAL, 19//5x, *N МЕ „МАХ, 
.: 
9,610.293 
asx PROB, там TABELELE VE LUCRU FKCOO SI XK(X):*/22X,55(1H*)/ 
к. м’, 6C г" „120“ Хе, 123) 


16)) | 
402 БОКМАТСТО НЕГЕР qEZULTATELOR1* /15X, 22619) / 


ва dap к A ' NUMAR ГО МРОНЕН те /44Х, 6157) 
“ей 
0, FORMAT (18.6Х. 615) 
Счатятитай * 
ENN 


Lista 8.9 


^ATELE DE INTRARE: 
i de je e de de dea eH de he de e de ge оды 


COMPONENTE 6 
NUMAR TOTAL 47 
М МА МАХ PROB, 
4 8 ‚ 88 
2 10 - .70 
ы 5 ‚95 
ГА 5 „75 
5 11 „a 
к. 8 .R5 
Lista 8.10 


TABELA REZULTATELOR: 


©  Факахтлтейтьдкйкядеййжеджіай 


TOTAL COMP, NUMAR гОмРОНн Рат 
1 2 Ы [^ 5 6 
20 6 10. 4 $ 8 ? 
38 6 11 6 5 ? 6 
36 5 9 a 5 ? А 
34 5 9 3 E] ? 5 
32 5 R 1 5 6 5 
30 4 7 z 5 6 5 
28 5 7 `x 5 5 A 
26 А 6 а 5 5 n 
24 3 6 2 8 4 4 
22 3 5 2 5 á 1 
22 3 $ ° 4 * Ы 
18 2 4 p 4 3 M 
46 р 6 4 4 3 ? 
14 В 8 4 3 3 ? 
42 9 z 4 2 г ? 
16 a 2 а 2 7 ? 
Lista 8.11 
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8.3. PRINCIPIILE MODELĂRII DINAMICE 


Optimizarea sistemelor* prin modelare dinamică constă în reprezentarea 
matematică a relaţiilor din sistemul considerat, deci în elaborarea unui 
model în care apar probleme de extremum, asupra căruia se efectuează apoi 
un şir de simulări prin aplicarea unor algoritmi de optimizare. Sistemul dat 
se mai numește si sistem original, sau sistem obiect, sau — încă — sistem 
real, iar modelul care îl reprezintă şi asupra căruia se aplică simularea se mai 
numeşte, de aceea, și model de simulare. Prin această simulare se caută 
un set de valori pentru parametrii modelului, pe baza căruia să se reali- 
zeze conducerea în timp real a sistemului original, de tipul unui reglaj 
automat. | 

Comanda automată а unui sistem se realizează după cum știm, ре baza 
unei scheme de principiu de forma celei reprezentate în figura 8.5. Pe desenul 
din această figură am notat cu litera R corpul de comandă, iar cu litera $ 
corpul comandat, fie el un sistem real oarecare. Cu x(/) am notat starea 
sistemului la un moment dat, reprezentabilă prin parametrii de ieşire x(t), 
Xall), ..., x,() care conțin informația necesară pentru determinarea com- 
portării sistemului la fiecare moment de timp 2. Aceşti parametri sînt coordo- 
natele unui vector: 


х() == Gat), х(2), © و‎ x,(t)), (8—10) 


numit vectorul de stare al sistemului. 


Corpul de comandă R transmite corpului condus S o comandă u(t). 


Mai multe comenzi ш.(), и), ..., и,() pot fi considerate coordonatele 
unui vector : 


u(t) = (и), ut), ..., u,(D), (8—11) 
numit vectorul comandá. 


La intrare, corpul de comandă primeşte un semnal x* (4) care reprezintă 
scopul comenzii, adică defineşte mărimile de stare care sînt prevăzute pentru 
corpul comandat S. Fie acestea coordonatele vectorului 


x* (t) = {xi (0), x3 (D, ..., xt (#)}. (8— 12) 


După cum știm, sistemele de comandă automată se împart în două 
clase : Sistemele cu buclă deschisă şi sistemele cu buclă închisă ; acestea din 
urmă se mai numesc și sisteme cu buclă de reacţie. 


În sistemele cu buclă deschisă, corpul de comandă nu primeşte infor- 
mafie asupra stării reale a corpului comandat ; în sistemele cu buclă închisă 
corpul de comandă primeşte informații asupra stării x(t) a corpului comandat, 
lar dacă aceasta nu corespunde cu starea prevăzută x*(£), corpul de comandă 


lind numai acea colecţie de elemente capabile de 


int : "in iste ; 
interacțiune într-un astfel de mod încît să Не realizat un program dat, de unde si necesitatea 


elaborării unor procedee d 
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т ل‎ 


г 


Fig. 8.5 


emite o comandă u(t) care are ca scop să-l apropie ре x(t) de х%(). Ecartul 
intre cele două mărimi poate fi datorit Не intirzierii cu care se primește 
informaţia asupra stării sistemului comandat, fie posibilităţilor limitate 
de comandă ale corpului R, fie, în fine, unei perturbații z(t) imprevi- 
zibilă sau incontrolabilă, care acționează asupra corpului S si se reflectă 
în starea за. 

Perturbafia z(t) poate fi descrisă, de asemenea, de coordonatele unui 


vector : 
z(t) = (2100), zw), -.., 20 (8—13) 


Dacă perturbafia a putut fi măsurată, iar rezultatul măsurătorilor a 
fost canalizat spre corpul de comandă R, acesta poate produce o comandă 
“Ші + At), care să compenseze perturbafia z(/). 

Metoda compensafiei reunită cu metoda buclei de reacție prezintă 
numeroase avantaje : în toate cazurile dezideratul este de a avea un corp 
de comandă care să conducă „cît mai bine" corpul comandat. 

Pentru corpul comandat S nu se cer caracteristici deosebite, acestea 
fiind impuse de obicei corpului de comandă R, care trebuie să îndeplinească 
următoarele trei proprietăți fundamentale : 

1° să reflecte caracteristicile corpului 5; 

2° să aibă precizat scopul comenzii — mărimea х%(); 

3? sá fie permanent în posesia informaţiei referitoare la starea corpului 
comandat S — mărimea x(t). 

Cerinta „să reflecte caracteristicile corpului 5” înseamnă definirea 
unei relații între mărimile x — de stare, u — de comandă, şi z — de 
perturbafie. Ín acest sens, putem scrie intr-un mod general: 


х() = F(u(/), z(/), (8—14) 


si z(/) definifi in spafiul real К. 

F din (8—14) este un operator, adicá o lege de corespondenfá intre 
două mulțimi de funcţii. Operatorul F poate fi definit în mai multe moduri: 
prin formule, prin grafice — respectiv tabele (funcţii tabelate), sau adesea 


printr-un sistem de ecuații diferenţiale. 


cu vectorii x(/), u(?) 
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Ín acest ultim caz putem scrie intr-un mod condensat сё: 


dx 
p s I D з 0 і , == 
а, = Их, u, z, B) 8—15) 
unde: X = R”, u + №, z e №, iar t este un scalar. 
Dacă fixám vectorul de stare la momentul inițial Z, (condiţiile ini- 
Hale): 
x? = (xj, X$, ..., x2) (8—16) 


$i dacă cunoaştem la fiecare moment de timp valorile comenzilor u(/) şi ale 
perturbatiei z(/), atunci putem determina vectorul de stare x(/), adică putem 
afla soluția sistemului (8—15). Aceasta reprezintă o traiectorie în spațiul 
n-dimensional al stărilor sistemului. 

Într-un mod general, tinind cont de caracteristicile lor fizice, sistemele 
sînt privite ca sisteme continue, sisteme continue cu stări discrete şi sisteme 
discrete. Reprezentarea lor poate fi făcută prin două mari clase de ecuaţii 
diferențiale : continue şi cu diferențe finite. 

Vom analiza aspectul sistemelor continue cu stări discrete pe care le 
reprezentăm prin ecuaţiile cu diferențe finite. 

Astfel, dacă la un moment de timp А vectorul de stare este: - 


x(k) = (all), xalk), ..., ж.(Б)), (8—17) 
vectorul de comandá este: 

u(k) = (u,(R), talk), ..., wu, (®)} (8—18) 
бі vectorul perturbafie este: 

2(8) = (0), zalk), ..., 248), (8—19) 


cu vectorii x(/), u(/), z(t) definiti in spațiul real R ca mai înainte, atunci 
ecuaţiile cu diferențe finite pot fi scrise în forma: | 


ХЕ + 1) = g;(x(&), ще), z(k), k). (8—20) 
112, 22., n 


Putem pune іп evidenfá legátura intre starea sistemului la douá шо- 
mente de timp vecine scriind: 


x (k + 1) = x) + AF ° 1х), 8), 208), В, (8—21) 
= 1,2, ..., n 


unde A£ este intervalul de timp, ales cu teorema esantionárii, pentru cal- 
с! sistemului. Funcţiile f, sînt în general funcții neliniare. . | 

п fond, mai sus, avem de integrat un sistem de ecuaţii diferențiale 
după metoda liniei poligonale а lui Euler. Vom alege vectorui x? la momen- 
tul inițial д = 0, vom fixa intervalul Ай şi vom calcula cu ajutorul relaţiei 
(8—21) la fiecare moment де timp k, k + ДА k + 2At etc., valorile varia- 
bilelor de stare x(k). Ne vom opri la un moment de timp & = N cînd vom 
considera că valorile variabilelor de stare obținute şi reținute pe parcursul 
procesului de calcul, definesc іп mod concludent funcțiile /; căutate. 
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Dacá corpul S reprezintá ип sistem fizic, atunci пе putem astepta са 
anumite mărimi ale sale să varieze numai între anumite limite. În acest 
caz sistemului de ecuaţii (8—21) îi vom adăuga un set de restricții. 

Dacă componentele vectorului de comandă u pot avea numai valori 
cuprinse pe un anumit domeniu, vom scrie simbolic : 


u eQ (u). (8—22) 
Această formulare revine în multe cazuri la restricţii simple de forma: 
u(t) e [a; b;] += 1, 2, ..., m. (8—23) 


Putem spune, іп"асеѕё caz, că vectorul u este mărginit într-un paralelipiped 


de dimensiune m. 
Tot la fel pot exista restricții pentru vectorul x al stărilor. Vom spune 


în mod analog cá în spaţiul lui x de dimensiune %, vectorul x este mărginit 
pe un anumit domeniu Q (x) Я vom scrie simbolic: 


x = Q (x). (8—24) 


Într-un caz general, aceste ,,constringeri” pot fi impuse unei functio- 
nale depinzind de x(/)  u(/) я z(t) : 


0„[х@), ul), 2(0), #] = 9, (Q). (8—25) 


A doua mare caracteristicá impusá corpului de comandá este cea refe- 
ritoare la scopul comenzii x*(/). În cazul general, putem considera cá avem 
de maximizat sau de minimizat o anumită mărime 1, denumită criteriu de 
optim (sau funcție obiectiv, sau încă funcțională de performanță etc.) depin- 
zînd de toate mărimile care au intervenit în sistem : 


I(x(), x*(t), щд, 2), 2 = min. (8—26) 


Aceastá formulare generalá poate fi, in cazuri concrete, mai redusá. 
Astfel criteriul de optim poate lua forma unei integrale atunci cînd se cunosc 


condiţiile iniţiale : 


i 


I = (сек, u(?, да . (8—27) 
sau | 
И 
I= | Hit), даг, (8—28) 


0 


unde /, este timpul final. 
іп unele cazuri se cere minimizarea erorii medii patratice: 


і 
I= ( [x() — x*(0) as, 
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deoarece în buclele de reacție simple scopul comenzii este de а aduce starea 
x(t), la о anumită valoare x*(/), impusă, la fiecare moment de timp. 

A treia mare caracteristică impusă corpului de comandă este aceea 
de a fi, la fiecare moment de timp, în posesia valorilor vectorilor corpului 
comandat; altfel spus, corpul de comandă și corpul comandat trebuie să 
fie legati prin bucla de reacție (v. fig. 8.5). 

Dacă corpul de comandă ar putea fi la fiecare moment de timp în pose- 
sia valorilor tuturor vectorilor, care de fapt definesc sistemul, adică dacă 
ar fi în posesia vectorului de stare х(/), a vectorului de comandă u(/) si a 
vectorului de stare prevăzută x*(/), dacă ar cunoaște și vectorul perturbafie 
z(t), iar operatorul F i-ar fi definit, atunci corpul de comandă ar fi în posesia 
unei informări complete asupra corpului comandat. Un asemenea sistem 
ipotetic ar putea fi prevăzut cu un program de comandă prestabilit: ar 
fi un sistem cu bucla deschisă si nu ar mai fi nevoie de o „teorie a comenzii”, 
corpul condus fiind ,,predestinat" să execute programul corpului de co- 
mandă. f 

Ín realitate nu avem un asemenea corp de comandá. Toate corpurile 
de comandá cunoscute sint de fapt in posesia unei informári incomplete 
asupra corpului condus. Vor lipsi, pe rînd sau deodată, informații privitoare 
fie la vectorul perturbafie (cel mai adesea), Не la cel al comenzilor adecvate, 
fie la acel al stărilor prevăzute. În această situaţie, apare necesitatea buclei 
de reacție principiu prin care corpul conducător şi corpul condus se adap- 
tează pentru a îndeplini comanda. 

Trebuie observat că bucla de reacție, cu toate că adaptează sistemul 
condus la comandă (în sensul eliminării unor perturbații), uneori reprezintă 
ea însăşi un canal prin care alte perturbații pătrund în sistem. 

Rezumind, putem spune că un sistem de comandă automat are două 
sarcini de îndeplinit : prima este aceea de a urmări obiectul condus, iar а 
doua este aceea de a determina comanda convenabilă atingerii scopului 
propus. 

În cele ce urmează, vom prelua din automatică principiul corpului 
de comandă și al corpului comandat, vom „contopi” cele două corpuri 
într-un singur tot pentru a realiza astfel o unitate elementară automată 
pe care o vom numi „bucla de reacție de ordinul І”. Din bucle de 
reacţie vom alcătui un ansamblu automat, care va putea reproduce sis- 
temul real, 

Unica condiție pe care o vom pune în activitatea de modelare este 
aceea ca sistemul real, ales pentru a fi modelat, să poată fi astfel delimitat, 
în cadrul sistemelor de care este legat, încât să poată fi privit ca un sistem 
inchis. 

Pe modelul ce reprezintá sistemul real, vom cáuta decizia optimá, 
adicá prin simulári, sau prin aplicarea unui procedeu particular de calcul 
vom cáuta sá aflám, la fiecare moment de timp, acele comenzi care fac maxt- 
mul sau minimul unui criteriu de optim ales. Cînd vom realiza aceasta, 
vom spune că am găsit decizia optimă de conducere a sistemului real în 
timp. 

Pentru a aduce la îndeplinire cele de mai sus vom avea de parcurs 
următoarele etape: 

| 1? mai întîi va trebui să realizám modelul matematic al sistemulu 
real ; 
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2° аро! уа trebui sá efectuám о serie de simulári cu modelul pentru a 
studia evolufia posibilá a diferitelor procese descrise de model ; 

3? în fine, va trebui să formulăm un criteriu de optim, care să reflecte 
cerințele impuse sistemului, şi pe care îl vom „extremiza” printr-un algoritm 
adecvat. 

În acest program 
esenţială. 

Pentru a realiza modelul sistemului vom folosi metoda de modelare 
dinamică datorată lui G. W. Forrester. 


de lucru, calculatorul automat va fi de o utilitate 


8.4. MODELAREA DINAMICĂ PRIN METODA LUI FORRESTER 


Modelul matematic obținut prin această metodă se prezintă sub forma 
unui sistem de ecuații cu diferențe finite, formă sub care putem studia 
comportarea sistemului în timp. 

Modul de scriere a ecuaţiilor este specific metod 
unui model se desfășoară în trei faze: 

1? întocmirea modelului sub forma de schemă grafică ; 

2? scrierea ecuaţiilor cu diferențe finite şi 

30 rezolvarea ecuaţiilor cu ajutorul unui sistem de calcul automat.: 
Pentru aceastá metodá s-a creat (de cátre autorul ei: Forrester) un limbaj 


specializat, denumit Dymamo. 
Ín figura 8.6 sint prezentate simbolurile grafice ale metodei, impreuná 


cu semnificafia lor. 

Sá privim din nou figura 8.5, cu schema unui sistem automat, şi să-i 
revedem semnificaţia ; o vom redesena, utilizînd simbolurile din figura 8.6. 
Vom obține schema echivalentă din figura 8.7. Aici, corpul condus S are 
aspectul unui „rezervor” in care se „adună”, sau se integrează, pînă la un 
anumit nivel, un flux provenit dintr-o sursă de natură cunoscută : oameni, 
materiale, informaţie etc. Corpul de comandă R, care este desenat ca un fel 
de robinet, reglează curgerea în rezervorul S. El 151 îndeplineşte funcția de 
regulator pe baza a trei informaţii : d 

— nivelul prevázut in S, fie el х%(); 

— nivelul curent in S, fie el x(/), şi care ii parvine de la S prin bucla 
de reacţie; 

— un parametru endo 

Vom formula, acum, analitic 
la sistemul real putem sá anulám 
există între ж) si x*(1). Dacă vom 


ei ; astfel, realizarea 


gen al procesului de reglare, fie el ТС. 
procesul de reglare. Să presupunem cá 
treptat într-un mod liniar diferența care 
scrie că la fiecare moment de timp corec- 
fia, care anulează diferența între mărimile de nivel curent şi prevăzut, 
este x*(/) — x(t) şi dacă punem бі condiţia de liniaritate, atunci obfinem 
pentru procesul de reglare formularea : 


кй) = &[x*() — «01. (8—29) 
unde A este panta unei drepte şi înseamnă „cît de repede se anulează dife- 


renta”. Evident acesta este un parametru legat de natura fizicá a fluxulut 
si are dimensiunea [7—1]. Astfel, dacă considerăm că x(t) şi x*(/) reprezintă 
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dimensional o masă oarecare, de exemplu materii prime, atunci împărțind 
Ja timpul de corecție ТС obținem numărul de unități materiale în unitatea 
de timp cu care se corectează diferența x(t) — x*(7). 

Pentru acest exemplu, ecuaţia de reglare a fluxului este : 


R( = — 20 — a] (8-30) 


бі se numește ecuația de riim sau de decizie a corpului R. Observăm că în 
ecuaţia de ritm sînt prezente toate caracteristicile buclei de comandă auto- 
mată : 

— se reflectă starea sistemului: x(/); 

— este precizat scopul comenzii: x*(/); 

— există o permanentă informare asupra stării corpului 5 datorită 
prezenței timpului 2 în ecuația (8—30). De fapt această prezență a lui 2 
creează bucla de reacție. 


Vom vedea în cele ce urmează şi alte relații pentru R, liniare sau neli- - 


niare, precum şi alte moduri în care putem formula decizia. 
Datorită faptului că am conceput corpul 5 ca pe un rezervor, ecuația sa 
este prin definiție o ecuaţie de integrare a fluxului provenit de la corpul R, o 
ecuație care evidențiază, la fiecare moment de timp, valorile nivelului în 5. 
Ecuația corpului S este o ecuaţie cu diferențe finite şi poartă numele 
de ecuație de nivel. Pentru exemplul ales vom putea scrie : 


x(t At) = х0) + At - RO), (8—31) 


unde: R(/) este ritmul calculat cu ecuaţia (8—30), A7 este intervalul de cal- 


cul ales pentru tot modelul după teorema eșantionării. Practic, față de cea 
mai micá márime de timp a modelului: 20 < А < га я 


Íntr-un caz general ecuafia de nivel se зспе: 
x(t + At) = x(t) + Ай. [8:0 — Re], (8—32) 


unde R,(/ este ritmul de intrare in ,rezervorul" S, iar К.(:) este ritmul 
de iegire din S. 

Ттефше observat, la descrierea modelului, cá mărimile care intră într-un 
nivel să fie de aceeași natură cu mărimile care ies din același nivel. De 
asemenea, să fie respectată succesiunea ritm, nivel, ritm etc. 

Adáugind, relațiilor de mai sus, condiția inițială x(0) = C, sîntem 
în măsură să calculăm valorile lui x(/) pentru o stare prevăzută x*(/) şi 


un timp de corecție ТС fixate. | w : 
іп (8—31) avem o ecuaţie cu diferențe finite de ordinul I, care se poate 


integra prin metoda liniei poligonale а lui Euler. Integrarea ne va da la 
fiecare moment de timp, evoluția stării x(/) Я a ritmului R(t). 
Relaţiile : 
x(0) — C 
R() = — ед — #01 (8—33) 


| x(t + М) = x(t) + At‘ R() 
definesc buela negativă de reacție de ordinul intii. 
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Bucla se numește negativă deoarece eroarea este transformată în corecție 
şi astfel intervine cu semn schimbat în ecuaţia de ritm. 

Analiza ecuaţiilor (8—33) ne arată că valoarea R(/) a ritmului este de 
fapt o valoare medie pe durata unui interval de timp Af, adică între două 
momente de calcul 2 si £ + At. | 

Vom spune cá ritmul existá numai pe durata unui interval de timp 
At şi-l vom nota simbolic Кук sau Rr, indicii ЈЕ, КІ, semnificind inter- 
valele de timp pe care s-a calculat ritmul. Nivelul este materializat, la fie- 
care moment de timp, de valorile variabilelor de stare ; vom pune în evidență 
felul diferit în care se calculează ritmul şi nivelul prin notafiile indicilor : 


х.к-Х-р (АТ) В. JK (8--34) 


Această notație este cerută de compilatorul Dynamo. Ea pune în evi- 
denfá calculul nivelului din moment in moment de timp și calculul ritmului 
din interval în interval de timp. 

Ritmul are semnificaţia variației nivelului într-un interval de timp mic; 
nivelul este cel care creează continuitatea sistemului între momentele de 
timp inițial şi final; integrează, deci, rezultatul ritmului. 

Astfel trecînd la o reprezentare continuă a relaţiilor (8—33) putem scrie: 


x(t) = x(0) + | R(t) di, (8—35) 


cu solufia pentru un x* fixat: 


t 
x(t) = x* — (x* — xye ^ 5—58) 

Totusi, aceastá formá de exprimare пи ne este de mare utilitate la 
calculul tuturor variabilelor care intervin in model. 

Ex. 8—4. Vom da, in continuare (lista 8.12), un program FORTRAN 
in care s-a transcris metoda de calcul a buclei negative de reacfie de ordi- 
nul I. Dupá cum se vede din lista 8.12, programul confine si douá subrutine 
de trasare a graficelor la scári diferite. 

În exemplul ales, am presupus cá avem o rezervă de materie primă 
in exploatare (de exemplu un minereu oarecare) ce se acumuleazá cátre 
un nivel automatizat. 

Rezultatele obfinute sint redate in lista 8.13 (tabelat) si in lista 8.14 
(sub formă de grafice). 

Acest model se poate aplica și evoluției numărului personalului din- 
tr-un institut, creşterii biologice etc. 


„Вода de reacţie pozitivă reprezintă al doilea element de bază al mode- 
lării. Ea este asemănătoare, ca desen, cu bucla de reacție negativă (fig. 8.8), 
dar natura procesului de decizie este cu totul alta. 

Ecuațiile buclei de reacție pozitivă sint: 
x(0) = C 
R(t) = x(t)| TC (8—37) 
x(t + At) = x(t) + Ай. R(D 
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с LISTA 8,12 
t METODA DE CALCUL PENTRU SISTEMELE CU 
( BUCLA NEGATIVA ПЕ ВЕАСТІР DE onnINUL 1 (ЕХ. 8-6) 
| NDIM DIMENSIUNEA VECTORILOR 
C T1 TIMPUL INITIAL 
c TF TIMPUL FINAL 
с от INTERVALUL DL TIMP ALES PENTRU CALLUL 
C 14 TIMpUL DE СОКЕСТТЕ Al EHoRI] TN ВІТРІ PN 
C CNT COMANDA :STAREA DREVAZUTA 
t RRN RUCLA DE ВЕЛСТІР NEGATIVA 
C RN RITMUL aUCLEI РЕ REACTIE NEGATIVE 
DOUBLE PRECISION ANTET 
AŢMENSION RNTFTUXD, БСАНА СЖ, CDA(54) ВАН (ея) МА (БИ), CARACTER (3) 
DATA NDIM/51/ | 
DATA С/7000/ BRN/*000/ TI/U /тғ/Л400/ 07/2/ 11/207 
DATA CARACTER/'* N n'/ 
DATA ANTET /* NIVEL * NIVEL N RITM Re /SCARA/0,0,1/ 
ТЕТ! 
kes 
60 Tv 2 
4 CONTINUE 
с EruàTII DE NIVEL 
t MINEREU PRINTY N 
BRNR(K)ZBRNCJYeDTe нн; ) 
> CONTINUE 
t ЕСГНАТІ! AUXILIARF 
f MINEREU COMANDAT D 
Cpa (K)=CÇC 
t ECuATII DE 817” 
t Ry TMUL PRIMIRIT ^" 
RN(K)E(CCDh(KkNuenRN(K)D/TA 
7-т+0т 
)= v 
keart) 
1р(к,ьЕ,МО1”) GL TO 3 
cat EDIT ESE OUT, ta SERRA, ТТ STET, 4 CARACTER 37 
srnP 
Ек" 
»unKUUT INE еріт UUN, Нод, T T, Раб CR, IT, ме, ЧЕ) 
« 
( SUgRUTINA DE TRADARE ОЕ СРАРТСЕ Le 57221 21РЕРТТЕ 
( 00 ADRESA VALORILUR 2 MATRY(E ЗЕ пт Е ТОЛЕ N e NC 
d N NUMARUL DE VasLOFI ALE "NUI СРБЕТГ 
t NL NUMARUL DE GPAFICE 
f 5 SCARA GFAFICELOF , 
с SE SPECIFICS Ü SCARS ЗТРЕВТТ; ӘБІМІК-0 VALOARE DIFERITA 
f Ta TIMPUL INITIAL 
( PAS PASUL DE IMPRIMARE А TIMPULUI 
( GM NUMELE GRAFICELUR VECTOR Iw рор а PRECIZIE 
( мт: 0 NU SF IMPRIMA CAPDIA!UL 
( + DIF <р IMPRIMA CAROIA4UL 
c ме; Q се TRASEAZA rU SEMNELE STANDARD : CIFRE 
M БІР SF TRASFAZa PU SEPNELF ПАТЕ IN «2 
f м; 0 "y SE EDITFA7^ VALORrLE GRAFICELOR 
( piF Sg ЕГІТЕЛ2 д VALORTLE elg сома ПЕ TABELE 
í 1. PASUL CAPOIAJULUI 
( NL NUM&RUL DF LINJ] Ти PAGINA 
С ШЕ! PASUL SCARI] 
с 


LOGivAL (10) 
рар #8 СР(ПНСУ 


отнЕм5Т ОН ЖТТ уыш 


О1РЕКЗТОМ LINCAQA), ТАС Uam X C200), Y (аз). a (6), ага) 
бата КИ" 2 a 4 с Ё 7 я 9 ле / 
бата lAv/*ue/1A5Q4* ТАХА Т Г" A T60U7* °? 
612,2) / 


DATA А/рдн\ + т 1ı, авуз ВАЛАР СЕВ, С, 
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11417 
15с=20 
ІРСНС, СТ, 10) меж10 
оп 1 121, НС 
4 рт) я, FALSE, 
оо 2 11,101 
2 LINCIOSIAX 
00 3 141.,101,156 
$ LrNCIOsIAQ 
DO 4 181, НС 
4 IC(12mIN(I) 


GN 28 TO LL . 
Аи. Бао ASSIGN 31 TO LL 


ТЕ (м2(4) „ЕС, 0) 50 TO 6 
0 5 тя4, МС 
te(1)mM2(1) 
CONTINUE 
à МЧ. EQ, 0) 60 TU 8 
C EDITARE VALORI 
ENCODE( 2,?,А(&)) МЕ 
ENCOLE( 2,7,80(3)) NC 
? FORMAT(I2) 
Т=Т! 
Ме ЗС 
60 3% Ka1,N 
ТЕ(МЬ? 55,32,33 
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32 №=51 
WRITECIOB. A) (GR(1) 121,50) 

33 NLaNL=1 
WRITE (108.8) T, (004к,1), 124, МС)? 
TeteHA$ 


34 CONTINUE 
R CONTINUE 
PRINT 35 
$5 FORMAT(/) 
pa 9 I=4,NC 
CaLL MAXMIN(00(1,1),N X(2e1%4),X(2*#1),1AC(1) IACC2)) 
T4z(1ACCÉA)71) 9 PAS 
Тра (ТАСС?) <- 1) «PAS 
C EDITARE EXTREME 
$ PRINT 12, IC(I1),GRCIJ4 X(2*91712,T1,XC29 I2, T2 
17 FORMAT (° ОЯАҒІС:”,44,А9,” VALOAREA MAXIMA',G15,5,* PENTRU 
£1*:,611,5, 0X, “VALOAREA MINIMA*,615,5,* PENTRU T',611,5) . 
PRINT 23 
22 FogMAT('1',19X, SUARA’) 
с ANALIZA SCARA ` 


1:4 Ë 
ір ("C,EQ,1) 00 TU 12 
DO 11 J22,.NC 
IF(SCJ),NE, SCJ-21)) би TO 42 
КЕК + 1 
44 CONTINUE 
12 CALL MAXMIN(X(2*[71),2*k УМАХ, YMIN, IMAX, | МТ) 
11 Y4(IJE(YMAXevyM1N)/4100 — 
У2 (1) хУМАХ 
Y*(1)zYMIN 
ТЕСТ, СЕ, МС) GO TU 14 
121471 
IF(K,EG,1) GO TU 11 
Kak 
GO TU 14 
16 CONTINUE 
00 21 I=1,NC 
IFCY2CID,NE,Y3(I)) GU ТО 18 
ССТ) Е" ТАЦЕ, 
DO 1? J=1,0 
15 SaX(J)sIGOL 
It(Y2CIDo-u) 16, 161 / 


46 121 
SAX CYIOSYSCID 


6o ТО 21 
17 1.241 
SAX (333(1) 
60 TO 21 
48 SAX COO8Y3C1) 
po 19 JV22,6 
19 САХ (У) #$АХ (= 1) YILI RISU 
20 FORMAT (13X,A4,7X,611,5556204 5) 


с EDITARE SCARA 
24 PRINT 20, 1CC1) , СЗАХКУ De J167 
с EDITARE GRAFICE 
ТЕТ! . 
DO 31 141, М 


ро 22 4=1.10 
22 IAC(J)8IGOL 
bo 26 K21, МЕ 
IF(LCRK)) 60 TO 24 
JJeABSEOO CI к) Y3 CK 2 YA X2 1, 
24 IeCLINGJ),E8, IG0L, OR, LINCIJD. 
ТАС(СК) ЕТССК) 
60 ТО 26 
25 LIN(JJ)RICCOK) 
26 CONTINUE 
PRINT 30, T» IAC LIN 
TzT4PAS 
po 27 К21,101 
27 ЕТН(К)=160% 
co ТО LL 
28 Ir(1,NE,II) 60 TO 31 
11511910 
bo 29 4РЕТ, 101,156 
29 LYN(JP)=IAQ 
За FORMATI F8,2, 101041," 1* 2Х, 10141) 
34 CONTINUE 
RETURN < 
END 


4 
EQ 1AX,OR,LINCIJ), EG, 1A0) 60 TO 25 


+ FETCHS LN: SURMOD,DV:RD14GN24, VN 21, FNSMAXMTN 
SUBROUTINE MAYMINCTF N P R ТР. ТА) 


с SUBRUTINA DE AFLARE А MAX 51 MIN UNUI VECTOR 
с ТЕ VECTOR DE CERCETAT 

с N NUMARUL DE VALORI 

с P ж MAXIM 

с R ж "МІМІМ 

с ІР » PUNCTUL DE MAXIM 

с ІН « PUNCTUL DE MINIM 


DIMENSION TF(N) 

РЕТЕСТ) 

ВЕТЕС1) 

Ір-1 

IR=1 

Ifp(NeLE,1) RETURN 

pn 5 1я2,Н 

ТЕ(Р”ТЕ(Т))2, 3, 3 
2 PeTF(I) 

\Р=1 
3 Ir(R7TFCID25, 5,9 
6 ВЕТЕСТ) 

1821 
$ CONTINUE 

RETURN 

Ено 
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NIVFL * 
7000,0 
7000.0 
7000.0 
7000.0 
7000.0 
7000.0 
7000.0 
7000.0 
7000.0 
7000.0 
7000.0 
7000.0 
7000.0 
7000.0 
7000.0 


7000.0 ` 


7000.0 
7000.0 
7000.0 
7000.0 
7000.0 
7000.0 
7000.0 
7000.0 
7000.0 
7000.0 
7000.0 
7000.0 
7000.0 
7000,0 
7000,0 
7000.0 
7000.0 
7000.0 
7002.0 
7000.0 
7000.0 
7000.0 
7000.0 
7000.0 
7000.0 
7000.0 
7000.0 
7000.0 
7000.0 
7000.0 
7000.0 
7000.0 
7000.0 
7000,0 
7000.0 


NIVEL N 
1000.1 
14054, 
2145n,0 
2626,7 
3463,0 
3814, 6 
44 За „2 
4447.20 
4675,5 
4917 „9 
5447,1 
5176 4 
5275,9 
5627.6 
676,.7 


<—_588А,2 


5999,4 


6^99,4- 


6489,5 
627^,5 
6141,5 
6469.71 
6468,2 
6524,4 
6569,3 
6612,3 
6654, 1 
6686, 
6717,5 
6745,7 
67714,1 
6794, ^ 
6814,6 
6833.“ 
6849,8 
686, ,8 
6878,3 
689^,5 
69^1,5 
6944,3 
602,,2 
6028,2 
60915,3 
6944,8 
6947,6 
6952,9 
6957,6 
6961,8 
6965,6 
6960,4 
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500,00 
270,10 
243,01 
218,71 
196,83 
477,14 
459,457 
153,49 
129,14 
416.23 
104,61 
94,167 
84.729 
76.255 
681616 
61.767 
55,591 
50.032 
45.029 


161.526 


16. 471 
32.826 
29.541 
26.589 
23.931 
21.537 
19:381 
17.445 
151700 
142130 
12,717 
411546 
10.301 
9.2709 
8,3417 
7,5094 
6,7587 
6,0826 
5.4744 
4,927^ 
4,4342 
3,9979 
5,5918 
3,2326 
2,9094 
2,6184 
2.3564 
2,1207 
1.9084 
4.7172 
4.5459 
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Fig. 8.8 


cu aceeași semnificație pentru mărimile ce intervin aici ca și la bucla nega- 
Чуй. În ecuația de ritm se observă absența mărimii de stare prevăzută 
x*(7). Acest lucru schimbă natura deciziei, în sensul că valoarea curentă а 
stării x(/) nu se mai îndreaptă către starea prevăzută ; nu mai există, deci, o 
corecție a stării, ci starea creşte în mod exponential față de valorile ante- 
rioare. 

Astfel de fenomene sint observate la diviziunea celulará, exploziile 
atomice în lanț, creşterea cunoștințelor tehnice etc. 

În natură buclele de reacție pozitive sînt intilnite în combinaţii cu 
buclele de reacție negative care vor frîna explozia exponențială a celor dintii. 

Ех. 8—5. Vom da un exemplu de calcul al unei bucle de reacție pozi- 
tive. În acest exemplu, mărimea de stare x(/) are semnificația unui număr 
de oameni care sînt atrași într-o activitate nou creată. Se presupune că cei 
ocupați înainte în această activitate îi învață pe cei nou angajaţi, lucru 
care provoacă această dezvoltare exponențială a numărului lor total. | 

Programul principal de calcul este redat în lista 8.15; subrutinele 
apelate sînt cele din lista 8.12, prezentată anterior. Rezultatele sînt indicate 
în lista 8.16 (tabelat) si în lista 8.17 (sub formă de grafic). | j 

Bucla de reacţie negativă de ordinul II este o combinaţie între două 
bucle de reacţie de ordinul I, una negativă și alta pozitivă, rolul dominant 
revenind buclei de reacție negative (fig. 8.9). р й | 

Analitic ea este reprezentatá de ип sistem de douá ecuafii cu diferenfe 
finite. . m : 
Bucla de reacție pozitivă are rolul de a introduce o intirziere între 
sistemul de conducere şi sistemul condus al buclei de reacție negativa, 
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Fig. 8.9 


îutîrziere care dá valorilor nivelului x,(/) un aspect oscilant în jurul valorilor 
nivelului impus x*(/). Astfel, dacă reluind modelul buclei de reacție nega- 
tivă, S, reprezintă un nivel de materii prime, iar R, este ritmul care comandă 
fluxul lor, putem presupune că primirea lor în nivel nu se face instantaneu, 
ci există o întârziere între comanda R,(/) si primirea efectivă a fluxului în 
nivelul x,(/). Atunci S, reprezintă un nivelajutător, in care materiile prime 
se string înainte de a ajunge în S,. S, este rezervorul materiilor prime coman- 
date și în curs de primire, iar R, este ritmul efectiv de primire. 

Putem interpreta nivelul S, са un nivel de comenzi cu rol intermediar, 
dar în acest caz va trebui să modificăm desenul, deoarece prin definiţie 
un nivel trebuie să integreze fluxuri de aceeaşi natură. 

Alegerea timpilor T, si Т, este esenţială pentru apropierea modelului 
de o realitate fizică. 
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Паш, în continuare, formularea ecuaţiilor buclei de reacție negative 
de ordinul II: 


х1(0) = С, 
%(0) = Ca 
(0) x(t) 
в) = 040 
R; (t) = x,(0/T, (8—38) 


m(t + Ai) = x) + А. Е 
xa( + At) = x(t) + Ай. (Е.() — Rs()] 


Ех. 8—6. Programul FORTRAN (lista 8.18) si rezultatele (lista 8.19 — 
tabelat si lista 8.20 — grafic) se referá la un exemplu asemánátor cu cele 
din Ex. 8—4 si Ex. 8—5. Toate explicaţiile necesare sînt date prin comen- 
tariile din lista 8.18. Mai precizám, referindu-ne la notatiile (identificatorii) 
folosifi in programele precedente (v. lista 8.18), cá: nivelul principal 
BRN (adică x,) are semnificația cantității de materie primá (pentru cazul 
din Ex. 8—6: minereuri care sînt primite la uzină) ; nivelul secundar ВКР 
(adică x») are semnificația minereurilor în primire, care au fost comandate 
conform cererii СОТ (adică x*) si nu au intrat încă în depozitele de desti- 
nație; RN este ritmul cererii de materie primă adică R,, iar RP este ritmul 
primirii materiei prime, adică R,. 

Observăm că în cursul evoluţiei în timp a acestui sistem, ritmurile RN 
şi RP iau alternativ valori pozitive si negative, acest comportament fiind 
dictat de necesitatea de a aduce valoarea nivelului principal B RN 1a valoa- 
rea comenzii СОТ. Putem interpreta valorile negative ale ritmurilor ca 
o decizie de respingere a fluxului de materie primă în supraabundenfá cu 
presupunerea de depozitare a lor în alt loc decît cel rezervat, BRP (adică 
X, sau BRN (adică x). 

Este caracteristic pentru bucla de reactie de ordinul II acest comporta- 
ment oscilant, adicá aducerea valorii variabilei de stare la valoarea comenzii 
prin corecfii pozitive alternate cu corectii negative. 


In felul acesta bucla negativă de reacție de ordinul II se deosebește de 
bucla negativă de reacţie de ordinul I, la care corectarea valorilor variabilei 
de stare se face treptat către valoarea comenzii, întotdeauna în același 
sens. 

Am văzut cá în bucla de reacție negativă de ordinul II se introduce, 
printr-o buclă pozitivă cuprinsă în interiorul ei, o intirziere între acțiunea 
ritmului buclei negative $1 cea a nivelului corespunzător, întârziere care dă 
valorilor nivelului buclei un aspect caracteristic, | 

Cel care provoacă întîrzierea este ritmul Ra, numit бі ritmul întîrziat 
al lui R,. Pentru momentul К, ritmul corespunzător, adică R - KL (expri- 
mat în termenii limbajului Dynamo), are întotdeauna forma : 


R. КГ = —=, (8—39) 
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с LISTA 8.18 

с METODA DE CALCUL МЕМТКУ. SISTEMELE CU 

e BUCLA NEGATIVA Ot REACTIF UE ORDINUL 11 (EX, 5-6) 
с MODELUL ОТНАМТС AL CERERTTePRTMTRETT MATERTTLOR PRIME 
с (N CoNOÍTIILC ОМЕТ со"Емат CONSTANTE 

e 

М нон DIMENSIUNEA V*cTORLLOR 

с t: TIMPUL INITEN 

с tr TIMPUL FINAL 

М oT INTERVALUL DE TIMP ALES PENTRU CALUUL 

C ОТ < 1/2*(MIN(CT1,T2)) 

C t4 TIMPUL DE СОКЕСТТЕ AL ERnRII ІМ RITMUL RN 
c 72 TIMPUL ПЕ TRAVERGARE А INTIRZIERII 

E соТ СОМАМПА ЗЗТАВЕА pREVAZUTa е 

с ВАН BUCLA ОЕ КЕАСТТЕ NEGATIVA 

с RN RITMUL RUCLEI ОЕ REACTIE NEGATIVE 

C BRP BUCLA DE REACT TF POZITIVA 

с RP RITMUL gUCLEI pE REACTIE POZITIVE 


DOUBLE PRECISION АМТЕТ 
DIMENSIUN ANTET(SJ,SUAFACSA2 ,CDACS1),8BRNCS1), RNC51),BRPCS1), RPCS1) 
*,САРАСТЕН (5) . 
DATA NDIM /51/САНАСТЕК/”» M c $ ре /УСАВА /1,1.0,0,0/ 
VATA С/7000/ BRN/600u/ ВВР/1000/ 71/0/ ТҒ/100/0Т/2/ T*/5/ т2/7/ 
DATA АМТЕТ/” MIN w MIN M RITM C MIN У RITM P'/ 
TzTI ! 
Kz4 . 
Go TU 2 
1 CONTINUE 
ECUATII DE NIVEL 
MINEREU PRIMIT M 
Вям (К) =ВАМ (У у+0Т*КРКУ ) 
C MINEREU IN SOSIRE S 
BRP(N)BRPCJ)eDT«(RNCJ)SRPQGD) 
2 CONTINUE 
с ECUATII AUXILIARE 
е MINEREU COMANDAT * 
Coa(k)=c 
ECUATII DE RITM 
RITMUL CERERII С 
ВН(К)ЕССОАСК)=ВКМСК) 2/11 
с RITMUL PRIMIRII P 
RPCK)ZzBRP(CK)/T2 
JaK 
=К+1 
ТЕТ+ОТ 
ТЕК, ГЕ. МОЕМУ GU TO 1 
CALL EDIT «СОА, МОТМ» Se SCARA, TI, DT, ANTET, 1. CARACTER, 1) 
TOP 
END 


€ 


c» 
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MIN * 
7000,0 
7000.0 
7000.0 
700010 
7000.0 
7000,0 
7000,0 
7000.0 
7000,0 
7000.0 
7000.0 
7000.0 
7000.0 
7000,0 


7000.0. 


7000.0 
7000.0 
70000 
7000.0 
7000.0 
7000.0 
7000-0 
7000.0 
7000.0 
7000.0 
7000.0 
7000.0 
7000-0 
7000,0 
7000.0 
7000.0 
7000.0 
7000.0 
7000.0 
7000.0 
7000.0 
7000.0 
7000.0 
7000.0 
700040 
7000.0 
7000.0 
7000,0 
7000.0 
7000.0 
7000.0 
7000.0 
7000.0 
7000.0 
7000.0 
7000.0 


MIN M 
600040 
6285.7 
6604 +1 
6913,1 
7479,1 
7379,0 
7501,4 
7545,4 
7519,6 
7438.8 
7424.7 
7488,0 
7055,6 


6939,6 


6850.4 
6793.6 
6770.1 
6776.9 
6808,0 
6855,8 
6911.8 
6968,3 
761848 
7058.4 
784,6 
7.96.6 
795, 5 
7483.7 
7164.4 
7041.0 
7681549 
6995,0 
6977,5 
6965,5 
6959,5 
6959,2 
6961,6 
6974.4 
6984,4 
6994,3 
7000,8 
7008.6 
7014.0 
7651649 
7017445 
7п15,8 
7л42,7 
7078.6 
7074.3 
70Г0.2 
6996,8 


RITM с 
200,00 
102.86 
79.184 
17.376 
735,822 
775.806 
9100,27 
7109.09 
-103.92 
"87.76, 
764.347? 
947.594 
711.125 
12.075 
29.948 
41:283 
65.984 
44.620 
38.394 
28.844 
47.636 
6,3344 
73,7539 
9411.68. 
746.949 
49.323 
719.106 
“16.70, 
=12.873 
78,4938 
е „3805 
‚99375 
4.5047 
6.8992 
8,0945 
8.41612 
7,2821 
5.7219 
3.775“ 
1,7305 
2,160944 
=1.7102 
-2,798, 
-3,3805 
-1,4758 
-3,1578 
"2,5336 
“1.7266 
-,86094 


-.45313Е-01, 


‚63594 
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MIN S 
1000,0 
1114.3 
1081.6 
95096 
699,72 
528.16 
154,22 

“90,591 
=282,7/ 
2409.79 
"4684,24 
76565445 
"806.00 
-512%25 
-198.89 
782.226 
25.833 
108.99 
167,09 
196,43 
497.78 
176,54 
138,77 
94.645 
42.172 
73,7665 
961.4550 
-67./.,А 
"84.579 
“84,230 
776,552 
“61,544 
41,899 
7204748 
71,1573 

15,372 
27.301 
34.165 
35.776 
3559104 
27310? 
19.940 
10,180 
1.6743 
=5, 5951 
2105727 
-14.12л 
2154153 
-164.2077 
-11.У?л 
-8,6:46 


RITM P 
152,56 
159,18 
154,52 
132,99 
99,961 
61,166 
22,051 
"16,943 
74073914 
758,542 
766,891 
766,16, 
-58:000 
=44 607 


-28.412 ` 


711.747 
3,4046 
45,569 
23,869 
28 019 
28,254 
25,221 
19,824 
13.088 
6.0103 

- 54089 

-5,0174 

-9.4783 

“11,597 

712,033 

210.956 

"8.7777 

-5 9854 

-2.9883 

-.1А332 
2.4964 
3.0004 
5.4664 
5.4108 
8.7294 
5.4724 
2.7200 
4.4582 
„212919 
-. 79500 
-1.5609 
2.0172 
2.4647 
-2.,395 
“1,7028 
-4.2292 
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^0 
10 


„0000 
0 
TH 
20:00 
20100 


unde: NIV . K este nivelul la momentul K, iar TD re- 
prezintă timpul mediu al întîrzierii. 


Sensul ritmului întîrziat în modelarea dinamică este 
acela de decizie implicită sau de reacție după stare. 


În funcţie de natura procesului modelat, putem in- 
troduce două, trei sau mai multe nivele ajutătoare între 
corpul conducător şi corpul condus, pentru a obține un 
aspect cît mai apropiat de realitate pentru ritmul de ie- 
şire final. 

Totuşi nu introducerea multor nivele schimbă aspec- 
tul ritmului final, ci constanta de timp а intirzierii. Astfel, 
pentru ușurința folosirii în procesul modelării a acestui 
procedeu s-a realizat așa numita „funcție de întîrziere” 
care este o intirziere de ordinul Ш tipizată, denumită (în 
limbaj Dynamo) DELAY. Prin alegerea adecvată a cons- 
tantei de timp putem obține efectul unei întîrzieri de or- 
dinul z. 


Dăm în figura 8.10 schema grafică a intirzierii de 
ordinul III şi, mai jos, ecuaţiile ei în limbaj Dynamo 


PENTRU Т 
PENTRU Т 
PENTRU T 
PENTRU Т 
PENTRU T 


7000, 

6000.0 
7109,09 
"468.24 
766,891 


VALOAREA MINIMA 
VALOAREA MINIMA 
VALOAREA MINIMA 
VALOAREA MINIMA 
VALOAREA MINIMA 


(РЕГАУЗ): i 
пи TEE 
— valori inițiale : часы 3 


L1 = (Q) (РЕ1/3) 
12 = (Q) (рЕЦЗ) 
13 = (0) (DEL) 


PENTRU T 
PENTRU T 
PENTRU T 
PENTRU T 
PENTRU T 


unde DEL este constanta de timp a întârzierii ; 


7090,0 
7545.6 
200,00 
1114,3 
159.18 


— ecuafii de ritm: 
RI.KL = LI.K|(DEL/3) 
R2.KL = L2.K|(DEL|J3) 
R.KL = L3.K[(DEL/3) 


бана 


VALOAREA MAXIMA 
VALOAREA MAXIMA 


— ecuafii de nivel: 
LI.K = L1.] + (DI)(Q.JK — R1.JK) 
L2.K = 12.] + (DT)(R1.JK — R2.]K) 
L3.K = L3.J + (DT)(R2.]K — К.К) 
ritmul de iesire fiind R. 
În lista 8.21 prezentăm o subrutiná FORTRAN pentru 
calculul funcției DEL AY. 


VALOAREA MAXIMA 


VALOAKEA МА 
VALOAREA MA 


MIN s 
MIN M 
RITM С 
MIN 5 
RITM P 


GRAFIC я 
GRAFIC,M 
СВАЕТС. С 
GRAFICeS 
GRAFIC.P 
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“13 — Aplicaţii inginereşti ale calculatoarelor — vol. II. 


СЕ Scanned with OKEN Scanner 


JƏUULISŞ мамо Чим peuue»s 


+ illiiirililigeritlidiilildulil 


8272464 
824264. 
84 264 
649<2/ 
$*952, 


» 


== 


à 


(әлепиізио>) 0778 83511 


қ + 


ЕЪР т + 


gc, gs 
ре 87 
820.87 
$41669 
с" 4069 


22779, 
44179» 
42.791 
e*'u99 
2'8V99 


В dad EE + В ТИ 
27... 
£4'Vsl- 
Ка "Це 
(0069 
144069 


90:9997- 
72%999- 
72789%- 
0.0009 
0*000o 


— di =) ж ж о ч о ч = - жо - — өю. ш ш ш 


nanaoaoco 


с. 


Е х = 2 


100 * 00} 
100786 
100 "96 
100*56 
100°26 
100*06 
100788 
00298 
100" 98 
100“ 28 
100 "08 
!00*84 
100292 
100492 
100722 
100 "04 
100" 89 
100 “99 
100" 59 
100” 29 
100709 
100796 
100%96 
100“ 74 
100726 
100796 
100" 87 
00797 
'00**5 
1007279 
100 "07 
100 "ВЕ 
100 "96 
100776 
10026 
i00*0€ 
i00 "R2 
100 °92 
100 °72 
100722 
700702 
19078) 
14979) 
120%% 
10072) 
100*0tL 
1007) 
10079 
40079 
490% 
100” 


Fig. 8.10 


Redăm, în continuare, diferite aspecte grafice ale acestui ritm de ieşire, 


д» 


pentru intrări ,standard" (de tip „rampă, „treaptă ŞI ,,sinusoidal"): 


— intrare rampă în figura 8.11; 
— intrare treaptă în figura 8.12. Aici punctul de inflexiune al curbei 


: T à -—"" 
are abscisa £= T — — , unde и este ordinul întirzierii. Pentru и — oo se 


n 
reproduce intrarea treaptă, dar după un interval de timp Т; 
— intrare sinusoidalá in figura 8.13. 
Altă funcţie întâlnită în procedeele de modelare este mivelarea exponen- 
Най medie a ritmurilor. Ea se aplică ritmurilor oscilante ре care le niveleazá 
transformându-le în nivele. Nivelul păstrează dimensiunile ritmului din care 


provine. Funcţia descrie de fapt o buclă de reacție negativă de 


ordinul I. 


Dăm mai jos forma tipică a ecuaţiei de nivelare exponențială (folosind, 
de asemenea, notaţiile de limbaj Dynamo): 


30100000 


RN.K = RN.] + DT(R.JK — RN.J)|TN 


FUNCTION DELAY(CU,L,UT.,' TIME) 


SUBRUTINA DE INTIRZIERE ORD 111 =FORRESTER 
Q RITMUL DE INTRARF 
t. NIVELE AJUTATUARE (3) INITIALIZATE IN SUBRUTINA 
p INTERVALUL DE CALCUL AL S*STFMULUI 
TIME TIMPUL INTIRZIERII 


REAL L(4) 

TeTIME/3 

IF (L(4),E0,1) GO TO 2 
104) =1 

Do 1 151,5 

LCc1)*0«T 


| CONTINUE 


R42LC12/T 
R?xzLtt2)2/T1 
RzLCS2/T 
Lt4)szL(1)*0T«CQ-7R1) 
| (2) =1 (2) +0Т» (R1-R2J 
L(C3)7LC3) *DT« (R2-R) 
DELAY=R 
RETURN 
END 
Lista 8.21 
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ıauue2s NIYO Чим рэцие25 Ж) 


У 


Alt] 


7220 


10 


Fig. 8.11 


Q(t) 


e(t) 


Fig. 8.12 - 


= 
= 
< 
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w faz 


Y 


Fig. 8.13 


unde: 
TN este constanta de timp a nivelării exponențiale, 
R — ritmul de nivelat şi 
RN - ritmul nivelat. 


8.5. UN EXEMPLU.DE APLICAȚIE AL METODEI FORRESTER 


Vom prezenta un model dinamic, al unui sistem real, construit după 


metoda descrisă anterior. PEN 
Mai întîi vom formula modelul sub forma unor propoziţii. 


Dorim să cunoaștem evoluţia viitoare а procesului de pompare cum 
te de la citeva schele de extracție, la о rafi- 


şi a cantităților de petrol pompa 

nărie. к itionatá іп prin- 
Intrarea petrolului in rezervoarele rafinăriei este condiționată ш P 

cipal de doi factori: 24 : á 
1) Planul rafináriei, dat, reprezentat de noi printr-o, а. ie Rh mA 

PLR, care reprezintá in timp cantitáfile de petrol de primit ^ entatá 
2) Cantitatea de petrol pompatá de schelele de extracție, reprez 

de noi prin variabila de stare SCHELA (fig. 8.14). | de doi factori 

Cantitatea de petrol pompatá de schele depinde şi еа се 


(v. fig. 8.14) : | | 
1° planul de extracţie (funcfia tabelatà PLS): Р 
2° cererea rafinăriei (variabile de stare CERERE). 
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Jeuue?s NIYO Чим peuue»s. #0) 


> 
Же-- 4 
ed 
1 
1 
! i ^ Б 
га S E 
E - "| š | 
I i “ e ) 
I 
ل‎ == Z ! 
A | > 
| т 
->6--- T MK a 
| 52 
ци. 
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Mai cunoaştem, din procesul fizic, timpii de lucru în diversele sectoare 
ale schelei si rafinăriei, mărimi notate în figura 8.14 cu Т; (i = 1, 2, ...,7). 
Cu aceste date şi la acest grad de generalitate vom construi modelul 
dinamic. 

Modelul grafic (fig. 8.14) prezintă modul de interconectare al nivelelor 
şi ritmurilor care au fost luate în considerare în sistemul real. 

Ecuațiile modelului dinamic (scrise în limbajul Dynamo), sint urmátoa- 
rele : 


1) КЕХ.КІ = PLS.K 
unde: 
REX reprezintă ritmul de extracție la schelă (el este modelat ca un 


element decizional tipic neliniar şi este dat de funcția 
tabelată) ; 


PLS — planul schelei, care reprezintă experiența şi previ- 
ziunea celor care lucrează în serviciile extracție 
schelă ; 


PLS.K = TABELE(SY,SX,6,T) unde TABELE este o funcție 
FORTRAN de tabelare scrisă pentru utilizarea în modelele dinamice; 
ea are ca argument timpul (în lista 8.22 este prezentat programul acestei 
subrutine de tip funcție) ; | 


2) VOLEX.K = VOLEX.] + (РТ) (ВЕХ.] К — ВЕС.] К) 


unde VOLEX reprezintá volum extras, ca variabilá de nivel, adicá este can- 
titatea de petrol brut care după extracţie este trimisă in rezervoarele de 
separare ; 


DOUBLE PRECISION FUNCTION ТАВЕ| ЕФ ЕУ, ЕХ, М, ТАЙ 


| SUBRUTINA DE INTERPULARE А FÜNCTIILOR TABELATE 
C FY VALOAREA FUNCTIEI -МЕРТОВ 
с „Fă VALOAREA ARGIIMENTULUI -VFrFTOR . 
N NUMARUL DE VALORI -RPOLEAZA DBL 
г ТА VALOAREA ARGIIMENTULUI PENTRU CARE SE INTERPOL 
с 


DOUBLE PRECISION T,TA 
DIMENSION FY(N),EXCN) 
Т=тА 
IF CI,GT,FXX(12) GU TU 1 
TagELESFY(1) 
RETURN 

1 N4zN-1 
0а 2 1=1,N1 
lp Cf-FX(Ie10) 4,5,2 

2 CONTINUE 
TARELESFY(N) 
ВЕТИКИ 

5 YagEtEsrYU1242 
RETUKN 

4 TaRELES EY CL) СЕУ ето РУ СТЛ ЛИ EXCEL) FX CI22* (T=FX(1)) 
РЕТУНМ 
ELD 


Lista 22 
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3) REC.KL = DELAY(REX.]K,T2) 


unde REC este ritmul de separare a i : 
° ë t 1 A A 
ordinul III (cu timpul de întârziere T2; c MM ia 


4) SCHELA.K = SCHELA.] + (DT(REC.]K — RTS.]K) 


unde SCHELA este variabila de nivel si reprezintă volumul de petrol depo- 
zitat la schelá în rezervoarele de „curat”; 


5) RTS.KL — MIN(RTF.KL,REMIN.KL) 


unde RTS este ritmul de transport de la schelá, fiind elementul decizional 


cheie al intregului model: condifioneazá evolufia variabilelor de stare 
SCHELA, CERERE я VOLP ; 


6) RTF.KL — CERERE.K|TR 


unde RTF este ritmul de transport figurat, care devine efectiv dupá con- 
fruntarea cu REMIN (are aspectul buclei de reacție pozitive) ; 


7) TR = T3 + T4 


CEREM.K 
SCHELA .K 


unde TR este timpul de transport de la schelă, mărime formată din doi 
termeni: T3 — timpul normal de transport prin conducte şi T4 — timpul 
de transport legat de rezervele schelei. TR face legătura între variabilele 
de nivel CERERE şi SCHELA prin variabila medie CEREM ; 


8) СЕРЕМ.К = CEREM.] + (DT)(TN)(RCR.]K — CEREM.]) 
unde CEREM este cererea medie a rafinăriei, o variabilă de nivel care 
reprezintă medierea exponențială a ritmului de cerere al rafinăriei ; 


9) REMIN.KL = SCHELA.K|DT 
unde REMIN este ritmul minim de pompare al schelei ; 
10 CERERE.K = CERERE.] + (DT)(RCR.]K — RTS.JK) 


unde CERERE, ca variabilă de nivel, materializează sub formă informafio- 
nalá cererea de petrol a rafináriei ; 


11) RCR.KL = (PLR.K — RAFIN.K)|T5 


unde: RCR este ritmul de cerere al rafinăriei — element decizional de 
ordinul II, iar Тб este timpul in care se doreste pomparea petrolului In 
rezervoarele rafináriei pentru anularea diferenfei intre cantitáfile reale $i 
cele planificate ; 


12) PLR.K = TABEL(PLR.K) 


ек PLR este planul rafinăriei (funcție tabelată avînd са argument tim- 
ри); 


13) VOLP.K = VOLP.] + (DI(RTS.JK — RPR.JK) 


unde VOLP este volumul de primire, o variabilá de nivel се reprezintá 
cantitatea de petrol în transport pe conducte; 
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event 


e 


19 
41 


14 


15 


LaSTA 0,25 


PROGRAM FORTRAN PENTRU SIMULAM] Pt 
MUDELUL DINAMIC AL EVOL — . : 
COUBLE PREUISAUN не. REZERVELUR уш РЕТКуь 
DIMENSION АМТЕТЄ10) , SCARA(C1U) 
DIMENSION BLOC(S1.10) , RYCG) 4 RXCUS 24 УСЫ), БУ 2 3 ДАНИ 
DATA МОТМИЗТИ 
DATA TI,TF,0T/U,4,9204. 00, ТИ 
QATA T1/1/T2/23/ T5601 TA/14 T51 3/102 ТА T(/84 ЕДИ 114 18/84 624 </ 
DATA RY/2UUs SUU GUUeOUU/KX/v, 12013, 325/ 
DATA SY/OVUsGUVe РИО (ОМУ SX/0.20«21,365/ 
DATA АМТЕТ /* — VOLEX  StHELA — CERERF бер чайка. n 
*RTS'! 
DATA ЅСАКА /1%У/ 
ТЕТ: 
К=1 


MOMENTUL ОЕ МЕМОВАКЕ 
KMAX*(rETTIJ/UT*1 
мм=1 

КНАХЕКМАЛ = НОТМ 
ТЕСКМАХ ) 12, 12, 11 
ММЕММ+ 4 

Go TU 10 

KREU 


VALORI INITIALE 
PLSSTARELE (57,5Х.9.1) 
VOLEX= PLS 
ScHELAzPLS*C? 
CEREREZTABELENRY,RA«*,T)/Ce 
Уф: РЕТАВЕ| ЕСЯТ, КХ «6 T)/C2 
ЯАЕТНЕТАВЕСЕСКУ, ВХ, 44 Т) *С1 
СЕКЕНТАВЕЦЕ (ВУ, а, 44 T)/C2/15 
60 TU ? 
CONTINUE 


LCUALLI vb NIVEL 

УОЦЕЛЖУОЦЕЛ + ПТе CREAT REL) 
ЅСНЕЪА= 5 СНЕГА ОТ». (ЯЕС-КТ2 7 
CEREREZCERERF*DT«(RCR-RTS) 
СЕКЕМЕГЕЛЕЙОТ/Т че СЕСЕ СЕВЕ!) 
VOLP zunLP*DT* (RTS-RPR) 
RAFIhzoAFIN+DTe(PPR=GOLFJ 


CONTINE 


ЕСИА! II AUAÍILAARL 
РЕЗРТАРЕБЕ (SY, SXe*e Г) 

нем нос СНЕГА /ОТ 
Т02725ет04А85 (СЕКЕМ Г УСНЕГА) 
RTFSLERERE/TP 

р ЕТАПЕ ЕККУ КА, Че [2 


ЕСА! [1 vt RII 
REXSVIS/T1 

КЕСЕОЕрАУ KEA е ОТ гај 
ATSZAMTHTARESIN,RTFE? 
RCRZADIRTRAETNI/TO 
npRzvQ, P/TO 
GOLFTReFIN/T?7 


SEULYCNTA МЕ f^brLARC 
Ir Кекс, Ои 00 TG 15 
қатым А 

LUCK, 17 5УЦЬСА 
610Сс%к,2) =, 

В: ОСук, 3? ЕГЛЕЗЕ 
BLOCK, 4? zy^aLP 

е 1 0Cctk, 5! АРТА 
BLOCIK, А? ЕСЕКЕР 
е10С%к,7) 5875 

КЕК+ 1 

KREKh-1 

TzT*vJT 

Јек LE САУЛ VU lu 1 
CALL Емит (въ МС, КО: майез 
STOP 

tL NU 


Lakn Гремгеми ТЫҒЫ 9 
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VOLEX 
600700 
600100 
600,00 
600.00 
600.00 
600,00 
600,00 
600,00 
600.00 
600.00 
600.00 
600.00 
600:00 
600.00 
600.00 
600,00 
600.00 
600.00 
600.00 
600.00 
600.00 
600.00 
600.00 
600.00 
600.00 
600.00 
600.00 
644.80 
737,71 
808,08 
852,22 
876,67 
889,12 
895,11 
897,86 
899,08 
899.61 
899.84 
899,93 
899.97 
899.99 
899.99 
900.00 
900,00 
900,00 
900.00 
900,01 
900,01 
900,01 
900,01 
900,02 


S CHELA 
1200,0 
1741,9 
2307,3 
2883,9 
3464,1 
%043,4 
4619,1 
5189,8 
5755,5 
6316.1 
6873,0 
7627,1 
(979,5 
5525,6 
9042,0 
9533,9 
10014, 
10490, 
10969, 
11453, 
11945, 
12445, 
12953, 
13467, 
13985, 
14506, 
15029, 
15552, 
16081, 
16631, 
17205, 
17798, 
18400, 
19008, 
19619, 
20230, 
20862, 
24455, 
22067, 
22680, 
23296, 
23908, 
24522, 
25156, 
25751. 
26365, 
26980, 
27595, 
28209, 
2882%, 
29438, 


CERERE 
150,00 
86.306 
54,246 
41,088 
59,539 
44.965 
56.052 
64,497 
75.605 
85,279 
89.919 
95,327 
96,6168 
136,61 
199,74 
253,78 
287,75 
267,76 
238,58 
226,19 
207,78 
191,81 
177,96 
107,20 
159,88 
155,88 
154,75 
455,79 
158,52 
161,68 
165,23 
168,55 
4711,33 
173,40 
174,73 
175,38 
175,45 
175.10 
474,47 
173.71 
172,95 
172.25 
171.69 
171,28 
171,03 
170,93 
170.93 
171,02 
471,16 
171,32 
171,47 


VULP 
120,00 
156,19 
140.78 
120.35 
102,76 
91.139 
86.048 
86.686 
91.613 
99,205 
107,94 
116.56 
124,16 
135,34 
169.35 
210.26 
256,46 
289,45 
310,92 
521,11 
321,70 
315,12 
303,98 
290,73 
277,39 
265,45 
255,84 
248,99 
254,90 
263,27 
243,62 
265,56 
250,82 
253,65 
256,06 
257,95 
259,24 
259,96 
260,15 
259,97 
259,53 
258,95 
258,32 
257,74 
257.25 
256,88 
256,65 
256,535 
256,51 
256,57 
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RAFIN 
230,00 
302,64 
279,64 
256.21 
232.20 
209,11 
188,65 
172,08 
160.05 
152.59 
149,26 
149,29 
151,76 
156.06 
165, 76 
185,06 
213,96 
247,69 
281,76 
513,16 
339,47 
558,07 
370,78 
576,67 
577,23 
373,86 
367,99 
560,94 
553,83 
347,44 
342,28 
558,59 
536,38 
535,09 
335.65 
536,57 
537,93 
539,47 
540,96 
342,26 
5435,28 
583,97 
544,35 
566.67 
$66,538 
$46.14 
383.83 
363,50 
383,19 
342.93 
562,75 


CEREM 
20,000 
37,598 
29.804 
23.472 
25.883 
28,018 
26,472 
29,462 
$2,861 
56,235 
59,261 
41,735 
45,562 
25,266 
75,719 
90,531 
100,23 
105,44 
106,92 
105,61 
102,42 
98,256 
93.797 
69,663 
86,210 
85,635 
81,985 
81.188 
81,104 
81,548 
82,528 
85,267 
88,219 
85,075 
55,767 
66.264 
86,564 
86,688 
66,669 
86,5649 
56,365 
86,16° 
$5,966 
85,795 
85,657 
55,560 
65,512 
85,496 
65,508 
65,559 
85.581 


RTS 


73,469 


42,692 
26,989 
20.454 
19,702 
22,605 
26,949 
32,157 
57,196 
51.520 
46.831 
47.032 
48.177 
68.086 
99,052 
116,34 
123.26 
723,26 
118,71 
111.58 
103,45 
95,528 
88,659 
83,322 
79,693 
77,715 
77,156 
77.692 
78,968 
80,641 
82,520 
84.079 
85,468 
86,507 
87,176 
87,503 
87.544 
87.372 
87.065 
66,692 
86.313 
85,972 
85,695 
85,096 
85.375 
85,325 
85.332 
85.379 
85.451 
85,532 
85.612 
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GRAF1C:1 
GRAFIC:2 
GRAFIC:3 
GRAFIC:4 
GRAFIC:5 
GRAFIC:6 
GRAFIC:7 


UUI 
1.001 
2,901 
3.00] 5 
4,001 
5.001 
6.001 
7.001 
8.00} 
9.00; 3 

10.00: 3 
11.001 
12.001 
13.00] 
14,00] 
15.001 
16.001 
17.001 
18,00] 
19,001 
20.001 
21,001 
22,001 
23.001 
24,001 
25.001 
26,001 
27,001 
28,001 
29,001 
30,001 
31,001 
32,001 
33,001 
54,001 4 
35,00) 
36.001 
37,00, 
38,00) 
39.001 
40,00, 
61, 09 | 
42,00 
53,001 
84,001 
45.001 
46,001 
47.001 
88001 е 
59,00 | 
$0,001 2 


2 & 


VULEX 
SCHELA 
CERERE 

VOLP 
RAFIN 
CEREM 


за мл = 


ч ی¬‎ м 


^) Mp یح ید — نبد یہ‎ а M ید ہہ ہد‎ CN 


RTS 


VALUAREA MAXIMA 499,02 PENTRU 1 50.00 
VALOAREA MAXIMA 29435, PENTRU T 50,00 
VALOAREA MAXIMA 247.70 PENTRU T 17,09 
VALOAREA МАХТМА 321,709 РЕМТРУ 1 20,00 
VALOAREA MAXIMA 577,45 PENTRU 1 24,00 
VALOAREA МАХТМА 106,9c PENTRU 1 18,00 
VALOAREA MAXIMA 125,20 PENTRU T 16,00 
00, UU 66U,.UU ?£0,01 
1200.0 6847,6 12495, 
19,702 91,208 152,71 
19,702 91.205 162,71 
19.702 91,208 “62,71 
19.702 91,208 162,71 
19,702 91,205 162,71 


| 


$ 4 
e Yo., 
A * 
M. 
т T 4 
° 
+ ў Р 
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| РЕНТКИ 1 50.00 
2 PENTRU Т 50.00 
e 70 PENTRU T -17,00 
1279 PENTRU 1 20.00 
7.245 PENTRU 1 24,00 
ó ľe PENTRU 1 18,00 
5,20 PENTRU 1 16,00 
J VU 720.91 
7.0 120295» 
18 52.71 
4 162,71 
162,71 
162,71 


4 


9 9 
52.7 
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ӨРЕІІГІГІНТІЛІНІІе|1 


VALOAREA 
VALOAREA 
VALOAREA 
VALOAREA 
VALOAREA 
VALOAREA 
VALOAREA 


780,01 
18143, 
234,22 
234,2? 
234.22 
234,22 
234,22 


MINIMA 
MINIMA 
MINIMA 
MINIMA 
MINIMA 
MINIMA 
MINIMA 


OVU,UU 
1290,0 
39,539 
86.048 
149,26 
235.885 
19,702 


859,91 
25791, 
505,73 
305,75 
505,75 
305,73 
305,73 
TERRAN 


PENTRU 
PENTRU 
PENTRU 
PENTRU 
PENTRU 
PENTRU 
PENTRU 


م ہپ ہپ ہہ ہہ ہہ 


بان ن لام 
ال00 ‚ 
5,000 
6.09у‏ 
то, чи‏ 
„Оуу‏ 4 
“бочу‏ 


yuu, ut 
29435, 
577,45 
377,45 
377,25 
577,45 
577,25 


ГРЕГЕГЕРЕТЕЕ + 
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14) RPR.KL = VOLP.K[T6 
unde: RPR este ritmul de primire în rezervoarele rafinăriei si Тб este tim- 
pul de transport pe conducte ; 

15) RAFIN.K = RAFIN.] + (DI)(RPR.JK — GOLF.]K) 


unde RAFIN reprezintă rezervoarele rafinăriei pregătite să primească 
petrolul schelelor (o variabilă de nivel) ; 


16) GOLF.]K = RAFIN.K|T7 
unde: GOLF reprezintă ritmul de golire a rezervoarelor spre procesele de 
prelucrare, iar 17 este timpul de golire. 

Prezentăm în lista 8.23 programul FORTRAN pentru simulări pe 
modelul dinamic al exemplului considerat; rezultatele uneia dintre simu- 
lările făcute cu modelul de mai sus sînt redate în lista 8.24 (în formă tabe- 
lată) și în lista 8.25 (sub formă de grafice). Е | 

Interpretarea rezultatelor din tabele si din grafice conduce Ја urmátoa- 
rele concluzii : 

1? Rezervoarele rafináriei sint corect alimentate prin sistemul ales. 
О intrare treaptá а variabilei PLR in ziua a treisprezecea cu o crestere 
de 100% provoacă o stabilizare rapidă în ziua a patruzecea a cantităților 
din rezervorul RAFIN la valorile nominale planificate. Aceastá intrare 
treaptă a fost aleasă tocmai pentru a pune în evidenţă răspunsul sistemului, 
adică sensibilitatea 51 stabilitatea lui. 

2? Rezervoarele schelei pot face față si altor cereri din afara sistemului. 
Astfel, variabila de nivel SCHELA prezintă o creştere aproape liniară între 
timpul inițial şi final. Se impune deci conectarea rezervoarelor schelei şi 
la alte conducte de consumatori. 

3? Variația variabilei de nivel CERERE este corectă, ea ,,balansind" 
surplusurile şi lipsurile din rezervoarele rafinăriei pentru a aduce nivelul 
petrolului la valorile planificate. 


8.6. ALGORITM DE CONDUCERE OPTIMALĂ* 


Din cele arătate în paragrafele anterioare a reieşit că realizarea dezi- 
deratului de a conduce în timp un sistem real depinde de obținerea ecuațiilor 
de stare ale sistemului — respectiv modelul dinamic — şi apoi de aplica- 
rea unui algoritm de optimizare adecvat. 

Întrucît modelul dinamic a fost realizat, urmează să scriem imediat 
ecuaţiile de stare (пе referim în continuare la aplicaţia de la $ 8.5). 


Variabilele de stare sînt: 


x, — SCHELA 
ха — CERERE (8.40) 


— s T - "Ü. .. . 


m. Pentru aprofundarea noţiunilor prezentate în cadrul acestui subcapitol, propunem 
cititorului să consulte lucrarea Sisteme informatice, modele ale conducerii şi sisteme conduse 
de P. Constantinescu şi C. V. Negoiţă, apărută in 1975 la Editura tehnică 
Bucureşti. 
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х — VOLP 

X5 — RAFIN 

Xe — CEREM 

Alegem următoarele variabile de comandă : 

“4 — Т2 

us — ТЗ 

чз — T5 (8—41) 
а — Тб 

t; — TN 


$i de asemenea, pentru fiecare comandă, intervalul de variație propriu 
и; = [а,, 01 şi comanda nominală 4(0). 

Vom formula următoarea cerință pentru model: „ritmul de transport 
RTS să Не maxim la momentul de timp. final". 

Ecuația sa este: 


RTS = MIN(RIF,REM IN) 


Cu побаф Ше anterioare vom putea scrie criteriul de optim : 


I(t) = (min (хора), (и, + T4 - жел) ІН (8—42) 
Pentru momentul final /, cerem : 
I(t) = max(min[(x,J/T3), (T2 + Т4. хаха) 1). (8—43) 


Pentru a realiza cerințele de mai sus vom folosi următorul algoritm de 
conducere optimală : 
— fie un sistem de ecuaţii: 


д = Дх@), u(£)] cu vectorii x(/ e R” š 
x(0) = x, u(t) = R” (8—44) 


Si pentru care existá restricțiile u(?) е (а, b]; 


— atașăm sistemului de mai sus o funcțională de performanță I = 
== [x(/j)] pe саге dorim să о maximizám la momentul de timp final. 

Datoritá faptului cá atit sistemul de ecuafii cit si criteriul de optim 
sint funcfii neliniare, nu ne putem propune sá aflám optimul in mod direct, 
ci vom pleca dintr-un punct x,,, din spațiul stărilor si vom căuta să ne 
apropiem de optim prin paşi succesivi maximizind la fiecare pas funcfio- 
nala de performanță Г. Vom comuta în acest fel о problemă de optim 
neliniară într-o problemă liniară pentru care există soluții. 

Vom porni cu valorile nominale ale stărilor şi comenzilor respective 
Хнот $1 Unon 91 vom da creșteri mici comenzilor, presupunind cá la creșteri 
mici pentru comenzi corespund creşteri mici pentru stările sistemului: 


$x() = х() — хам), (8—45) 
Sul) = u(t) — uon (0. 
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Folosind (8—44) я (8—45) putem scrie: 
$4 = x(t) - Mii (£) = f [Xon (0) + 8х()), Шот (t) + Su(f)] — f [Хнот (t) rom (81. 
| (8—46) 


Dezvoltind în serie Taylor si neglijind termenii de ordin superior scriem 
relafiile : 


За) = 2 [к чы» (0193 + Z [хы» (D), uon (8). - ӛш(). (8—47) 


г [хло (2), Ино» (#)] = А() 
si 
Е [х= (0); soy ()] = B(:) ? 


respectiv matricele iacobine ale stárilor si comenzilor. 
Obtinem sistemul liniar : 


Š#() = A(t) - 8х0 + B() - Suf). (8—48) 

Acestui sistem îi asociem conform principiului maximului sistemul 
adjunct : 

00) = $0 - AQ) 8—49 

| 2%) = С € 


unde: 


€ ES Е [хоњ (#)] (8—50) 


este iacobianul С care cuprinde valorile derivatelor parțiale ale funcției 
obiectiv la momentul de timp final. 


Variația dată comenzilor va produce o variaţie si la funcțională de 
performanță. Corecfia corespunzătoare la funcţională este: 


59 [x(£) ] == O [x(£)) | = Ф [Хот (£y) 1 == Ф [Хи (6) + (61 E ФГХ,от (£j) 1. 
(8-51) 


Dezvoltind la fel, іп serie Taylor si neglijind termenii шісі, de ordin 
Superior ` | 


ФФ [x(£)] = [х,о (61 - 56) (8—52) 
Я avînd în vedere (8—49) putem scrie: 
Во [x()] = фр - 8х) — фа) + 8х6), са бк) = 0: 
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di ty 


sort] =\®(ф. 85) = | (êx + êx) ar; 

^ i o ^ / ^ 
9o [x1 = | (0 ` BO): 8и (01 de = (t6) - Sut] ài, (8-59) 
cu notația: ° i | 
| G0) = [9 - B()]. (8—54) 


Rezultă cá [x(/)] > [x,,,(,)] dacă 50 [x(/)] va avea acelaşi semn 


cu G(/) şi creşterea este maximă cînd alegem би(й = 26). 
(Conform inegalititii lui Schwartz: <x. y > < Ік||- [ly], cînd cele 


^ 
două mărimi 3u(/) si G(/) sint liniar dependente produsul lor este maxim.) 
Constanta / se alege în așa fel încît să nu iesim din intervalul admis 
pentru comenzi. 
Pentru ca să ráminem în intervalul admis al comenzilor adică : 


ц) + àu(/) е (аг, b], (8—55) 
vom calcula : 
min 2—40 даса G,() > 0 
i,t G;(t) 
Атал = (8—56) 
min S0 — часа С () «0 
м Gi(t) 
Pentru СД) = 0 vom pune Amar = co calculator. 
Neputind afla în mod direct (din relațiile de pînă acum) mărimea 2, 
vom căuta să calculăm printr-o metodă numerică o altă mărime 2% care se 


apropie cit mai mult de 4 maximizind Su). Criteriul de alegere а lui 2% 
va fi, evident, maximizarea lui 30[x(4,)]]. Astfel: 


14) = 2 nask): (8—57) 


unde р si 4 sînt două numere care aparţin şirului lui Fibonacci. 

În relaţia de mai sus, nu ținem cont de condiția de liniaritate impusă 
de teorema lui Schwartz pentru R, ci vom căuta la fiecare moment de timp 
асе! #*(#) care maximizeazá functionala de performanfá, ceea ce se poate 
admite pentru variaţii mici ale comenzilor în jurul valorilor nominale. 

Înainte de a expune procedeul vom face o mică digresiune : | 

În anul 1902 Leonardo de Pisa, supranumit Fibonacci (filio Bonacci), 
unul dintre cei mai mari matematicieni ai evului mediu, a enunțat celebrul 
şir care îi poartă numele si care astăzi se întrebuințează la foarte mulți 
algoritmi de maximizare, interclasare etc. : 

În şirul lui Fibonacci fiecare număr este suma celorlalte două care îl 
precede astfel: 


База шш Е + + F, cu # > 0. (8—58) 
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Pornind de la 0 obfinem urmátoarea secvenfá: 
0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1587, ... 
(8--59) 


Sirul, desi pare а ауеа la inceput о crestere lentá, totusi ajunge la termenul 
al douázecelea la valori mai mari decît 4. 10? (Fibonacci a propus calcului 
termenilor şirului ca un util exercițiu de adunare !). 

Sirul lui Fibonacci este de asemenea în legătură și cu faimosul raport Ф 
care defineşte „proporţia divină” sau „numărul de aur” utilizat în arhitec- 
tura, sculptura și pictura antică şi la fel în arta Renașterii (Ф de Ја inițiala 
lui Phidias, cel mai mare sculptor şi arhitect al antichității). 

Astfel, se poate arăta relativ uşor că: 


= lim 72-1 — (1+5) (8—60) 
Y = 1,618, iar Ф = 0,618. 


Euclid а cunoscut acest număr. El l-a numit „raportul mediei si al 
extremelor” : 


(3—61) 


| În ceea ce priveşte algoritmul de la care am pornit, noi vom utiliza 
şirul lui Fibonacci pentru а găsi pe segmentul Amar acel punct care determină 
maximul functionalei de performanță. Acel punct va determina segmentul 


h* = hmar £ . Numărul q se alege în sir după precizia cerută pentru h*. 


Procedeul de lucru este următorul: 
Е,-а 


Se imparte segmentul Amaz în raportul şi se fixează două puncte 


n 


pornind de la cele două capete ale segmentului la distanța d, = = hmaz- 


Se calculează creşterile functionalei de performanță şi se alege unul din cele 
două puncte pentru comparările ulterioare. Se calculează 4, = Р га ha 


. x > " А . п 

ȘI se așază această lungime peste lungimea d, în care s-a găsit punctul de 
maxim, obtinindu-se in continuare al doilea punct de comparat. Proce- 
deul continuă la fel pînă la: 


d, = E [in general d, — Samia) . (8—62) 
Е, Fs 
Aceste operaţii sînt rapid convergente с ге valoarea segmentului й*, 
care produce maximul funcției de performanţă. К 
. Trebuie, de asemenea, ţinut cont cá deoarece am liniarizat ecuaţiile 
(8— 43) procedura este fundamentatá numai pentru valori mici ale comenzilor 
in Jurul valorilor nominale. ; 
Repetînd iterativ procedeul vom obţine creşteri succesive ale funcfio- 
nalei de performanță. А 
În figura 8.15 prezentăm schema de calcul corespunzătoare acestui 
algoritm. 
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Citire date 
Paramefrih programului 
Variabile de siare То 
Variabile de comandă си 
interval de variație 0, sí fa b] 


Verificare dafe 


Solufionarea sistemelor de ecua; 7 
Е At) z (EIE 00, utt) 


Tlo) = Хд 
Сари! funcfter de perfürmania 


Editare rezultate 


м. 
" 
© 
C 
me) 


Calculul iacobienilor 


Н Л) 
в): 2. [ztt), ute 
C(r)-3 22 E) 


Soluhonarea sistemului fane? 
V-A" Vit) 
(tf) -C(t£) 


Calculul directiei si distantei de coreche 
6 (t)- B'(t) WE 
тіп h;-u;(t) 
| GE 
тах min u,(t]-a, 
Li cg) 


6>0 
6<0 


Comenzile Si ие optimale 
B(t)-u(£)«du (t) 
аай 11520,20) 


ir a ФЖЕ/ғ) 


Da / Editare rezultate 
finale 


Fig. 8.15 
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1 X 1 

00 600,00 
1100 510,93 
2100 426,09 


3100 368,11 


4,00 334.20 
5,00 316,29 
6,00 507,46 
7,00 303, 32 
8,00 301,45 
9,00 300,63 
10100 300,28 
11100 300714 
12.00 300,08 
13:00 300,06 
14100 300,05 
15,00 300,05 
“6.00 300.05 
17%00 300,05 
18:00 300.04 
19.00 30004 
20,00 300,04 
21.00 300,04 
22,00 300,04 
25:00 300,04 
24,00 300,04 
25,00 300,04 
25:00 300,04 
27,00 344,84 
28400 457,75 
29,00 508,11 
50,00 552,25 
31,00 542,59 
32,00 557,73 
33,00 572,65 
32,00 550,33 
35,00 $64146 
35:00 578128 
37,00 588,15 
2,00 594104 
39,00 597,18 
40,00 598 74 
81:00 599,08 
42,00 599,81 
43:00 599,96 
44,00 600'02 
45100 600205 
46,00 600,06 

00 600,07 
48,00 600,08 
49.00 600108 


OPTIMIZAREA MODELELOR DINAMICE 


X 5 
150,00 
86.293 
$7.914 
50.541 
41.219 
51.547 
72.557 
122.60 
178.39 
215,77 
239,75 
229.88 
206.99 
253,83 
307,91 
$30.96 
319.73 
265.18 
499,62 
160.06 
136.89 
128.78 
129.86 
136,31 
454,21 
167.48 
192,25 
256.07 
306,44 
336.97 
359.15 
356.61 
350.50 
279.13 
242,61 
194.84 
141,06 
109.17 
94.932 
101,91 
109,95 
123.68 
445.29 
166,00 
184.84 
207.91 
252.69 
370.68 
436.04 


Lista 8.26 


14 — Aplicaţii inginereşti aie calculatoarelor — vol. П. 


ха 
150,00 
156,20 
138,88 
105,00 
71,255 
56,073 
601367 
68,835 
95:732 
124,02 
160,17 
191.03 
231,48 
260.25 
319,90 
353,71 
383,05 
362,09 
309,98 
278,99 
262.11 
253,50 
228,84 
220.08 
182,38 
183,82 
188,87 
227,51 
267.37 
322,63 
266,11 
413,45 
432,03 
460,49 
570,70 
554.13 
384,81 
345,91 
281, 37 
243.86 
217,05 
199.91 
192,48 
175.39 
170.67 
169,10 
197,96 
213.99 
244,24 
262.77 


x 5 
350,00 
302.64 
279.41 
269.87 
252.83 
221.02 
187.21 
159.70 
142.34 
134.35 
146.29 
160.95 
167.04 
198.50 
235,29 


277.66 


324,58 
813.15 
449,36 
457.88 
636.46 
514,34 
392,09 
371,25 
374.03 
345,56 
319,94 
297,32 
296.89 
291,25 
306,81 
340.41 
366,27 
403.30 
427,22 
4560,03 
$10.61 
$06.06 
506.46 
471.70 
434,86 
399.68 
368.62 
355.97 
336.98 
324.82 
305.94 
290.36 
269.98 
296.40 


- 


50.000 
37,598 
50.424 
25.743 
22,951 
23,288 
28,034 
38,540 
$2,635 
61.862 
73,371 
71.844 
89.671 
115.50 
126.22 
129,92 
120,42 
104,76 
92,560 
83.203 
77.558 
74,838 
75,326 
74.693 
75,055 
77.681 
95.357 
106,24 
113,93 
125,85 
138,70 
157,79 
143,10 
127.51 
119.16 
106.09 
89.114 
{6.061 
62.131 
60.886 
60.810 
63.068 
66.530 
70.223 
13.880 
82.619 
90,830 
118. *4 
128.37 
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210 


и 1 
3,0000 
1.0600 
3.0000 
3.0100 
1.0000 
2.0400 
2.0000 
3.0000 
5,0000 
3.0000 
3.0000 
3.0000 
3.0000 
3.0000 
3.0600 
3.0000 
3,0000 
3.0000 
3.0000 
2,0000 
3,0000 
3,0000 
3,0600 
3.0000 
3.0000 
3.0000 
3.0000 
3.0000 
3.0000 
3,0000 
5.0000 
5,0000 
3.0000 
3.0000 
3,0000 
3.0000 
3.0000 
3,0000 
2,0000 
3,0000 
3,0000 
3,0000 
3.0000 
3,0000 
3.0000 
3.0000 
3,0000 
3.0000 
2,0000 
3.0600 


U е 
2,0090 
г" 0000 
210000 
2%0000 
2%0000 
5.0141 
210430 
6'0000 
6'0000 
2'0000 
2:0000 
2:0000 
210000 
2: 0000 
2: 0000 
2:0000 
210000 
210001 
220000 
2: 0000 
210000 
2:0000 
210000 
2:0000 
210000 
210000 
210000 
610000 
2: 0000 
2:0001 
20000 
6:0000 
210000 
6° 0000 
2: 0000 
210000 
2“ 0000 
2“ 0000 
2: 0000 
2" 0000 
2" 0000 
2" 0000 
2" 0000 
6" 0000 
318210 
6" 0000 
6:0000 
210000 
6" 0000 
6.0000 


U 3 
5.0000 
3.0000 
3.0000 
3.0000 
3,0001 
1,0000 
1.3443 
3.0051 
3.0000 
3,0000 
3,0000 
3,0000 
3,0000 
3.0000 
3.0000 
3.0000 
3,0000 
3.0000 
3,0000 
3.0000 
3.0000 
3.0000 
3.0000 
3.0000 
5.0000 
3.0000 
3.0000 
1.0000 
3.0000 
3.0000 
3.0000 
3,0000 
3.0000 
3.0000 
1,0000 
3.0000 
3.0000 
2.0000 
3.0000 
3,0000 
3.0000 
3,0000 
3.0000 
44,852? 
4.1958 
3.0000 
1.0000 
3,0000 
3,0000 


U ГА 
5,0000 
5,0000 
3,0000 
5,0000 
3,0000 
5,0000 
3,0000 
3.0000 
3.0000 
3.0000 
3,0000 
3,0000 
3.0000 
3,0000 
3,0000 
3,0000 
3,0000 
1.0000 
3,0000 
3.0000 
3.0000 
3.0000 
3.0000 
3.0000 
3.0000 
3,0000 
3,0000 
3.0000 
5,7579 
10:000 
3.0000 
3,0000 
3,0000 
3,0000 
3,0000 
2,8172 
3.0000 
3,0000 
3,0000 
3,0000 
3,0000 
3,0000 
3.0000 
3.0000 
1.9356 
3,0000 
3,0000 
4,8203 
3,0600 
3,0000 


Lista 8.26 (continuare) 


JBIECTIV 
69.481 
40.575 
27.704 
20,631 
20.508 
29,127 
40,026 
65.263 
89,947 
104179 
115.88 
4114761 
10012 
126163 
151742 
161158 
455.55 
428139 
96.2399 
78.102 
67.527 
64.076 
64.975 
68.385 
76.223 
283.590 
95,755 
130155 
150.41 
150.22 
164:38 
180121 
172.68 
174.95 
135.06 
1421190 
93.817 
68.436 
53.331 
47.170 
51.095 
55,495 
62.529 
79,603 
83.426 
94,029 
106.96 
435128 
487103 
218.96 
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"ok 4% | - 4 PENTRU Т 26,99 
4 VALOAREA MAXIMA 600.95 PENTRU т 49 VALOAREA MINIMA 220071 PENTRU T 10000 
2 Хау дАВРА PAYTEA 28762. PENTRU Y A 0 уд OAREA MINIMA 1.219 PENTRU T 4,000 
; VALOARFA МАУТМА 436.04 PENTRU 9,09 АЗЕА MINIMA 45. 5'000 
n M MA 470.7 T 49 00 VALO A 56,073 PENTRU T . 
VALOAREA МАУТМ 70.70 PENTRU T 34° VALOAREA MINIM 6.35 PENTRU T 9.000 
ç — VALOARFA МАУТМА 510.61 РЕ .00 MINIMA 134. 
NTRU T 34 VALOARFA 954 PENTRU T 4,000 
22 VALOAREA MAXIMA 143.10 PENTRU T 34 VALOAREA MINIMA 22. 
1 — VALOAREA MAXIMA 3,0000 PENTRU T (gg ( VALOAREA MINIMA 5,0000 PENTRU T ‚0000 
2 VALOAREA МАХТМА 620000 PENTRU 7 >° 00 L MINTUA 2'0000 PENTRU T 0000 
3 VALOAREA МАУТМА 4.6522 PENTRU т fu ETUR MINIMA 1,0000 PENTRU T 28:00 
м е 
5 VAL SAREA и 101000 M Í 29:00 VAI DAREA MINIMA 111000 шт Т 17,00 
` - RU T 23.00 VALOAREA MINIMA „000 PENTRU T 38,00 
у VALOAREA MAXIMA 218,99 : 
PENTRU T 49,00 VALOAREA MINIMA 20,308 PENTRU T 4,000 
& уй 
200, ч4 360,05 420 05 480.06 540,07 51. 
1200.0 6712.5 yon 23250. 28762. 
1 120.18 12225, тоза 357.07 436.04 
21:981 10:48 199.15 Ж Ж He 413.08 510,61 
2.951 20. 218.01 j 315,54 15 05 510161 
22,951 120.48 218.01 315.54 "PES я 540.61 
22.951 120.48 218.11 315.54 „0 T . 
Ablttiél tb p EE EE E E EN CLE EB E P Gg g 6g 4011 РЕБЕ ТІЗІЛЕК 


Cb nr ppp EE EE E Le 


жс Ее NS 


ТЕК DE STARE 


CICLUL 1 


Lista 8.27 
mn. 
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GRAFIL: 
GRAFIC:? 
GRAFIC:3 
&RAFIC:L 
бРАРІС:5 
GRAFIC:4 


GRAFIL:A 
СВАЕТС: 2 
GRAFIC:T 
GRAFIC:4 


>x x X x w > 
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ОРТІМАСІТАТЕА SISTEMELOR 
OPTtMAL V 5 


VARIABILE ОЕ STARE N 6 
VARIABILE ОЕ COMANDA M 5 
(ARIABILE DELAY LY à 
INTERVAL DE CALCUL от „400 

TIMPUL INITIAL ТІ ‚000 

TIMPUL FINAL TF 50,0 

PASUL OE IMPRIMARE PAS 1.00 

EROAREA DE CONVERGENTA SPRE OPTIM EPS -200 

NUMARUL MAXIM DE CICLURI MC 3 
IMPRIMAREA DATELOR INTERMEDIARE MIT | 0 
MOMENTE DE TIMP CALCULATE HIT 501 
MOMENTE DE TIMP TIPARITE ` NTT 50 
EROAREA DE CALCUL A DERIVATIEI ER "s „100£=06 
NUMERELE SIRULUI FIBONACCI NF 6765 10746 17711 
NUMARUL MAXIM DE COLOANE — ^ NE 10 
NUMARUL MAXIM DE VARIABILE ND 50 
NUMARUL MAXIM DE VARIABILE-DELAY NY 32 
NUMARUL MAXIM DE MOMENTE TIPARITE NITO 250 


4 


NUMARUL MAXIM DE MOMENTE CALCULATE E NELIMITAT4 


COMANDA NOMINALA VALOAREA MINIMALA VALOAREA MAXIMALA 
3,00 | 2.00 : 10.00 
2,00 1:00 6.00 
3,00 1:00 ‹ 10.00 
3,00 1:00 10,00 
6,00 1:00 19.00 
Lista 8.28 


Programul aferent acestei scheme se gáseste catalogat ín biblioteca 
de programe а Institutului de petrol si gaze — Ploieşti, sub numele OPTI- 
МАТ, У 3. 

Comanda optimalá a modelului este prezentată la sfîrşit sub forma tabe- 
lelor si a graficelor. 

Încheiem acest capitol cu rezultatele obfinute pentru comanda opti- 
mală a modelului prezentată sub formă de tabele (lista 8.26) si de grafice 
(lista 8.27). În lista 8.28 sînt indicati parametrii programului OPTIMAT, 
V 3 şi valorile lor pentru exemplul tratat. 
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Capitolul 9 


OPTIMIZÁRI PRIN METODELE STATISTICE ALE CERCETÁRII 
OPERATIONALE 


În lista cu procedee atît de diverse, intitulată „cercetare operațională”, 
un loc aparte îl ocupă metodele de optimizare care se bazează pe aplicaţiile 
calculului probabilității și statisticii matematice. Aceste metode sînt utili- 
zate pentru optimizarea proceselor în care intervin variabile aleatoare. 

Printre cele mai recente procedee cu caracter statistic ale cercetării 
operaționale se situează metodele : teoriei firelor de așteptare, teoriei stocu- 
rilor şi teoriei echipamentelor, ale căror aplicaţii inginerești le vom prezenta 
în cadrul acestui capitol. În principiu, aceste metode se referă Ја menti- 

- nerea stării optime (descrise prin anumite obiective) a unui sistem supus 
acțiunii perturbatoare a diverşi factori aleatori. 

Si în acest capitol, fiecare procedeu este însoțit de exemple concrete, 
care conțin și metodele de rezolvare prin utilizarea tehnicilor de calcul 
automat. 


9.1. APLICAŢIILE FIRELOR DE AȘTEPTARE 


Teoria firelor de așteptare a apărut relativ recent si a avut ca punct 
de plecare determinarea încărcării optime a unei centrale telefonice. Pro- 
blema consta din urmărirea apelurilor (cererilor) care sosesc în mod întîm- 
plător si întocmirea de statistici referitoare la timpul necesar pentru obfi- 
nerea legăturilor. Se cere luarea de măsuri іп aga fel încît să fie satisfăcute 
cît mai prompt cererile în condiții economice favorabile. 

Fenomene de așteptare de acest tip apar si sînt observate în mai toate 
domeniile de activitate : cereri de servicii, repartizări de resurse, desfaceri 
de produse, deserviri, trafic etc. 


Terminologie 


Vom numi client sau unitate un element al mulțimii ce formează o 
coadă (sir de așteptare) şi stație — punctul sau ,,ghiseul” în care se efectuează 
servicii, 
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Pentru а fi servit un client este necesar un anumit timp, de obicei nu 
același pentru toți clienţii, în care stația este ocupată. Într-un asemenea 
caz, spunem că durata serviciului este aleatoare. De exemplu, la un ghișeu 

oştal un client cumpără un plic fiind servit în 30 secunde ; următorul client 
depune un colet ce trebuie cîntărit şi pentru care se întocmesc anumite forma- 
нар, fiind servit în 2 min Я 45 s etc. | | 

Un sistem de aşteptare este prezentat schematic în figura 9.1. Trebuie 
semnalat faptul că sistemul de așteptare prezentat în figura 9.1 este un sis- 


tem cu un singur sir de așteptare si o singură stație de servire. Există si 


alte modalităţi în care sînt organizate sistemele de așteptare, cum ar fi 
sisteme cu două sau mai multe staţii de servire paralele (fig. 9.2) si în serie 
(fig. 9.3), cu unul sau mai multe șiruri de aşteptare etc. | 

Să considerăm, în continuare, cazul din figura 9.1 în care există un 
singur şir de aşteptare şi o singură staţie de servire. Fiecare client (unitate) 
intră în incinta unde funcționează stația de servire si preia ultimul loc din 


\ 
MULTIMEA \ 
CLIENTILOR FLUX INTRA 
POTENTIALI | 
/ 


STATIE 
SERVIRE 
1 


STATIE 
SERVIRE 


2 


SIR DE 


ASTEPTARE FLUX IESIRE 


DIN SISTEM 


FLUX $ 
INTRAR 


STATIE 
SERVIRE 


apă ed E E шін 
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1 FLUX DE 
FLU | 


QE INTRARE| 
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coadá. Ín momentul in ‘саге un client este servit, acesta pleacă Si un altul 
din șirul de aşteptare îi iallocul după o anumită regulă, numită disciplina 
șirului de așteptare. Cele expuse mai sus ne sint utile pentru completarea 
vocabularului utilizat în teoria şirurilor de așteptare. 

Fluxul de intrare caracterizează modul cumZintrí în sistem clienţii. 
În cele mai multe cazuri, se presupune (și apoi se verifică prin diferite teste) 
că intrările în sistem sînt aleatoare бі independente. Prin aceasta înțelegem 
că o intrare în sistem în intervalul (^, £ + dt) nu depinde de intrările prece- 
dente şi nici de numărul de clienti existenti in sistem. Dacá, in plus, intrárile 
nu depind de faptul cá observaţiile sînt făcute la anume ore (de exemplu, 
8 зам 19), se spune că sistemul este în regim staționar. Probabilitatea ca îninter- 
valul de timp (4, £ + dé) să se producă o intrare este egală cu 1/۸, unde À 
este media intrărilor în sistem în decursul unui interval de timp 4. Numărul 
clienților care intră în sistem poate fi finit sau infinit şi de asemenea, dintr-un 
motiv sau altul, un client sau mai mulți pot să părăsească sistemul fără а 
fi serviţi. În acest ultim caz spunem că sistemul de așteptare este cu pierderi. 

n ceea ce privește modul cum sosesc clienții în sistem, se constată 
(de la caz la caz) că sosirile pot fi individuale sau în grup. 

Se numeşte șir (fir) de aşteptare mulțimea clienților care aşteaptă 
să Не serviţi, mai puţin cel care este în curs de servire. Este de remarcat 
faptul că fiecare şir de aşteptare e dotat cu o disciplină de așteptare, disci- 
plină care precizează modul de formare a sirului si modul cum vor fi serviţi 
clienţii. Disciplina cea mai des întîlnită este disciplina primul venit —primul 
servit, dar aceasta nu este singura disciplină posibilă. Există, spre exemplu, 
şi discipline cu o anumită prioritate, printre care am enumera și disciplina 
ultimul sosit —brimul servit (este cazul stațiilor radar unde ultima informaţie 
detectată este prima luată în considerare). . 

Se numeşte sistem de așteptare mulțimea clienților care formează o 
coadă, fiind inclus în această mulțime și cel care este servit în momentul 
respectiv. | 

Am arátat cá un sistem de asteptare poate avea una, douá sau mai multe 
stații de servire. Numărul lor se va nota cu 5. Din cele expuse mai înainte, 


rezultă imediat că Se М. În cazul în care $ este infinit toți clienţii ce intră: 


în sistem vor fi imediat servili, neexistind așteptare. 


În ceea ce priveşte serviciul, acesta poate fi executat individual sau 
în grup (bloc). În cazul serviciului individual un client este servit de către 
о staţie. Cînd serviciul se execută £n bloc, o staţie serveşte simultan un număr 
(limitat superior) de clienți. Ca exemplu dăm traversarea unui rîu cu un 
bac. Autovehiculele sosesc la locul de imbarcare şi formează un şir de astep- 
tare în timp ce se așteaptă sosirea bacului. La sosirea bacului, un număr 
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finit de autovehicule (atîtea cîte încap pe bac) este îmbarcat — deci începe 
servirea, iar restul așteaptă bacul următor. 

Timpul necesar servirii unui client (grup) se numește timp de servire. 

Fluxul de ieșire va fi luat în studiu de obicei în sistemele de așteptare 
cu cele S staţii aşezate în serie (v. fig. 9.3), deoarece fluxul de ieșire de la 
staţia $ devine flux de intrare pentru Зара + + 1( 21,2, ..., n — 1, 
ceea ce se mai scrie gi + = 1, n — 1). f | 

Timpul de aşteptare al unui client este timpul cit clientul stă în şirul 
de așteptare înainte de a fi servit. o, 

Timpul total de ráminere în sistem este egal cu suma timpilor de aştep- 
tare şi de servire. | | . 

Notind cu A numărul mediu de intrări în sistem în unitate de timp 
şi cu р numărul mediu de serviri în unitate de timp se defineşte factorul de 
serviciu р ca fiind raportul: 

р- 2. (9—1) 
u 


Factorul de serviciu are o importanță deosebită, deoarece după deter- 
minarea repartitiei timpului de servire, toate caracteristicile modelului ce 
va fi stabilit se vor exprima în funcție de acest parametru; deci evoluția 
sistemului depinde numai de А, p şi deci de р. 

Într-o problemă de fire de aşteptare se cere, în general, să se determine 
numărul stațiilor de servire în asa fel încît clienţii să nu piardă decît un timp 
,Iezonabil'". Rezolvarea logică a problemei ar fi mărirea numărului de stații 
de servire, dar aceasta ar duce la creşterea costului serviciului prin cheltuirea 
de sume importante pentru noi utilaje si creşterea costului de întreținere. 
Problema revine la a minimiza costul total de întreținere a stațiilor şi de 
așteptare a clienţilor, deci în a stabili un ,,|compromis" între prejul de ser- 
vire şi pretul de așteptare al clienților, aceste două prețuri fiind invers propor- 
fionale. Preţul de servire este direct proporțional cu numărul staţiilor, 
în timp ce acela de așteptare al clienților depinde de date aleatoare, cum 
sînt fluxul de intrare şi durata serviciilor. | 

Orice sistem de aşteptare poate fi descris de un model matematic 
în funcţie de fluxul de intrare, repartiția timpului de servire și numărul 
stațiilor de servire. 


Clasificarea modelelor de așteptare 


Avînd în vedere fluxul de intrare, repartiția timpului de servire şi 
numărul de staţii, se poate obține o clasificare a modelelor de aşteptare, 
așa cum este clasificarea făcută de Kendal. 

În funcție de fluxul de intrare se pot prezenta situaţiile : 

1? Clienţii sosesc la intervale egale de timp /, cu0<i<o; fluxul 
se va numi determinat (D). În acest caz, funcția de repartiție a numărului 
de clienți ce intră în sistem este: 


1 pentru x > t 


= 9—2 
0 pentru x «t ( ) 


F(x) 


2° Dacă clienții sosesc în sistem după un proces Poisson de parametru 
À, cu 0 < А < оо, À fiind intensitatea fluxului, fluxul se numeşte aleator 
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sau фотззошап (P). Numărul clienților care intră în sistem în intervalul 
(A 1)" e м 
A nl 
intervalelor dintre douá intrári consecutive urmeazá o lege exponentialá 
бі anume: 


(0, 7] are repartiția Poisson . Se demonstrează cá repartiţia 


F(t) = АЕА; (9—3) 


3? Dacă funcţia de repartiție a numărului clienților ce intră în sistem 
este dată de: 


kt 
_ (фай acis E _ 
PU D khe. (9—4) 


си 0 < £ < eo, в «М şi a reprezentind media lungimii intervalelor dintre 
două intrări succesive în sistem, fluxul de intrare se numeşte Erlang (E,). 
Se poate observa că fluxul de intrare Erlang pentru А = 1 se transformă 
în flux Poisson. 

4° Dacă asupra funcției de repartiție F a numărului clienților ce intră 
în sistem nu se face nici o ipoteză în afara existenței valorii medii finite a 
(0 < а < oo), fluxul de intrare se numeşte general independent (GI). 

Avînd în vedere timpul de servire, respectiv funcția de repartiție Н (і) 
a timpului de servire, cele expuse mai sus despre fluxul de intrare, respec- 
tiv funcția de repartiție F(/) a numărului de clienti ce intră în sistem, rămîn 
valabile şi pentru H(/). Deci, la rîndul său, funcția de repartiție H(/) poate 
fi: determinată (D), poissonianá (P), de tip Erlang (E,) şi, în sfîrşit, dacă 
asupra repartifiei H(t) a timpului de servire nu se poate face nici о presupu- 
nere decît doar existența valorii medii a (0 < a < oo), general (С). Tinind 
cont de cele expuse mai sus şi notind cu S numărul stațiilor de servire din 
sistem (5 = N), clasele de modele de aşteptare se pot reprezenta sub forma 
unei tabele (așa ca în tabela 9—1). 


Tabela 9—1 


Parametrii 


жы UM Clase de modele de așteptare 
F(x) гр | о | РР | Р|Р|Р | Р Ep | Er E, | E, GI | GI 
H(t) D|IP|EIG |D|P|E|G | Р | Р| ЕС |D | P | Е, 


În tabela de mai sus, 5% indică faptul că fiecare clasă se descompune, 
Ја rîndul ei, în subclase si anume: pentru S = 1, pentru 1 < S < о și 
pentru S — oo. Аза de exemplu, clasa DDS* = DD! U DDS U рро 
unde 1 < S < o si S e N. 

În continuare, vom lua in studiu clasa PPS*, deoarece în multe sis- 
e ха aşteptare legile sosirilor si а зегу ог sint Poisson şi respectiv expo- 
nenfiale. 
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Modele de asteptare ale elasei PPS* 


Am arátat cá studiul fenomenelor de asteptare are ca scop final opti- 
mizarea sistemului prin criterii economice. De asemenea, am mai arátat 
că în cazul clasei PPS* repartiția numărului de clienți în sistemul de aștep- 
tare se face după o distribuție Poisson. 'inind seama de aceste două elemente 
fundamentale ca 51 de celelalte caracteristici al clasei PPS*, vom presupune 
următoarele : 

1) зозыйе şi servirile sînt poissoniene ; 

2) fenomenul de aşteptare este staționar (caracteristicile sale nu depind 
de originea timpului de observaţie) ; 

3) sistemul este cu o singură staţie, parametrul A reprezintă numărul 
mediu de sosiri în unitatea de timp, iar и este numărul mediu de serviri 
(mai jos, vom arăta cum pot fi reprezentați parametrii sistemului de astep- 
tare în funcţie de А, u si factorul de serviciu 6); 


4) vom considera disciplina primul sosit—primul servit. 
Vom folosi, în continuare, următoarele notații: 


P,() — probabilitatea de a exista и clienți în sistem la momentul #; 
Р,4) - probabilitatea de a nu fi așteptare la momentul #; 

P(t) -- probabilitatea de а fi așteptare la momentul 2; 

ТА — numărul mediu de clienţi in sistem; 

т; — numărul mediu de clienţi în şirul (firul) de aşteptare; 

> — timpul mediu de asteptare in sistem ; 

i — timpul mediu de asteptare in sir (fir); 

р — rata medie de inactivitate a staţiilor din sistem. 


Să luăm acum în studiu fluxul de intrare a unui sistem de aşteptare 
ce satisface condiţiile cerute mai sus. Presupunem că la momentul 2 + AL 
au fost observate % sosiri. Dacă se ia in considerare бі momentul precedent, 
t, situaţia de a avea la momentul 7 + Лі z 50551 poate proveni din unul 
din următoarele două cazuri : 

1? sau la momentul 2 au fost observate и — 1 sosiri si la 2-- A п 
sosiri ; 

2? sau la momentul 2 au fost observate z sosiri si 1а £ + Ай tot % sosiri. 
Atunci : 


P,( + M) Ра м + РИ АА) (9-5) 


aceasta deoarece À · Др este probabilitatea de а se observa o sosire în inter- 
valul de timp At, iar 1 — à + Af este probabilitatea complementară și indi- 
ferent dacă sîntem în cazul 1? la £ + At vom avea observate іп mod sigur % 
sosiri. 

Mai observăm că relaţia (9—5) este valabilă pentru Yn e N şin #0, 
deoarece dacá nu а fost observatá nici o sosire la momentul £ + Ай rezultă 
că nici la momentul / nu există posibilitatea să fie observată vreo sosire. 
Deci în cazul în care и = 0 relaţia (9—5) devine: 


P(t + M) = PQQ — А · АЙ, (9—6) 
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de unde rezultá : 


Palt + М) — P _ .p. 
M AP, (t), 
sau 
да SAE 000 as АН 
AIO At 


Avînd în vedere definiția derivatei unei funcții într-un punct si presu- 
punînd că lim ACER există si este finită, atunci relația de mai 
41-0 
sus se poate scrie: 
Pj) = —.P (0) 


sau încă: 


ар) руд арЫ) _ "n" 
St ХР.) = EXT À di. (9—7) 


Integrind ecuația diferențială (9—7) obținem : 
în Ру) = — + In C = In 20 = — < Poli) = Се-м. (9—8) 
Pentru determinarea lui C vom fine cont de faptul cá la momentul 


i = 0, Po(0) = 1, deoarece la £ = 0 faptul cá nu avem пісі o sosire este 
cert. Din (9—8) я Po(0) = 1 rezultă: 


Се-М = | = С = 1, 
Deci soluția ecuaţiei diferențiale (9—7) ез е: 
Рой --е-У. (9—9) 
În mod asemănător din relaţia (9—5) pentru n # 0 deducem succesiv : 
P,(t + At) — P,() = (Р.-10 — P,0)? · Az, 


mer > P + xP, (B, (9—10) 
t 
lim 290+ АЙ РАО ур () + AP, a), 
At—0 At 
P'()) = -АРДЙ + XP, -1(0). 
Fácind ре rînd n = 1, 2, ... în relaţia (9—10) vom obfine succesiv 


soluțiile prezentate mai jos: 
Pentru |n = 1 | 
P(t) = —2APqQ() + АРЫ 
Şi folosind relația (9—9) deducem: 
Pilt) = —AP(t) + ^е-м, 


218 


7 d 


67 


СЕ Scanned with OKEN Scanner 


adicá : 
Pi(t) + ХР.) — de = 0. (9—11) 


Expresia (9—11) este o ecuaţie diferențială liniară de ordinul întâi 
de forma: 


У + Ру + Qt) = 0, 


care are solufia generalá datá de: 
—yP(t)dt P (pd! 
y(i) = e Vo TOG 4). 
Та cazul ecuaţiei (9—11) soluția generală va fi: 


(с + еке ) =е 


Se pune acum problema determinării constantei de integrare c din 
(9—12). Pentru aceasta, observăm că este imposibil ca la momentul # = 0 
să avem o sosire în sistem. Deci: 


Р, (0) = 0 = Р.(0) = ес + à. 0 = c = 0, 
astfel incit solufia ecuafiei (9—11), de forma (9—12), devine: 
P p = Me, (9—13) 


рр = Y i ese" TE, (9—12) 


Pentru | n = 2| 


P; (ü) + ХР.) — ХР.) = 0, (9—14) 
care se obține din (9—10) si are soluția generală de forma : 
ЫЫ 


Palt) = e» (c + ed 


Determinarea constantei c se face în același mod ca mai sus, găsindu-se 
с = 0, de unde rezultă soluția ecuației (9—14) я anume: 


Р,@ = т. ем. | (9— 15) 


Pentru | = 3 | уа rezulta similar: 
РИ) = же e-X. (9—16) 


Observăm că relațiile (9—13), (9—15) я (9—16) зе mai pot scrie Я 
sub forma: 


P) = Ten, (9—13, a) 
Ра) = ex, (9—15, a) 
P,() = DU ес, (9—16, a) 
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Prin recurenfá putem scrie: 


м)" 
Р.() = 99 e-u, (9—17) 
пі 
Valabilitatea relaţiei (9— 17) o vom demonstra folosind metoda inducției 


matematice. 

Etapa І a metodei inductive a fost verificată pentru n = 1, 2, 3 prin 
găsirea relaţiilor (9—13), (9—15) și (9—16). 

Etapa а II-a. Vom presupune că relaţia (9—17) este valabilă pentru 
un % e N şi să demonstrăm că este valabilă si pentru succesorul sáu, n + 1. 
Deci în relația (9—11) и: = n + 1* rezultind: 


P,,. (ë) Ex AP.) = ^Р,„() = 0, 


sau finind cont de ipoteza inductivá obținem ecuația diferențială : 


прът 
Ра) + ХР, 41() — — 


е-М = 
п! 


cu soluția generală : 
n-i ¿”+1 
Ра) = е-м wem 
„+1@) ВЕ x 
Cum la momentul 2 = 0 este imposibil să avem и + 1 sosiri, rezultă 
cá P,,,(0) = 0 şi de aici с = 0. 


Deci Р„-. (7 ET e-^ si deci relaţia (9—17) este valabilă pentru 
n 
Vz e N. 


Valabilitatea relafiei (9— 17) demonstreazá cá intr-un fenomen de astep- 
tare, satisfácind ipotezele făcute, legea de distribuţie a numărului de sosiri 
într-un interval de timp 2, este poissonianá cu parametrul 22. 


Să determinăm acum şi repartiția timpului dintre două sosiri conse- 


cutive în sistemul de aşteptare. 

Fie X variabila aleatoare reprezentînd timpul dintre două sosiri conse- 
cutive. Să luăm ca moment inițial momentul în care a sosit primul client. 
Probabilitatea ca intervalul de timp X dintre două sosiri consecutive să fie 
mai mare decît un interval de timp / este: 


P(X > B = Р) = e—x, 


deoarece în intervalul de timp ? trebuie să nu se producă nici o sosire. Atunci 
probabilitatea complementară va fi: 


P(X < ñ = 1 — e-*, 
care reprezintá functia de repartitie a variabilei aleatoare X. Deci: 
F(t) = 1 — ем, 


* Prin п: = п + 1 se înțelege faptul cá „зе atribuie” lui я valoarea n + 1. 
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iar densitatea de probabilitate este dată de: 
/@) = Е'@) = e, сай > 0. 


Deci repartiţia intervalelor de timp dintre două sosiri consecutive este о 
repartiție exponențială. — | 
Media acestei гера И va fi: 
% co 
M(x) — M . f (f) dt = Шан d= L, 
0 | 0 


Să observăm cá intervalul mediu dintre două sosiri consecutive este 
1/۸, deci inversul numărului mediu de sosiri în unitate de timp. 

S-a constatat, că o asemenea lege este urmată adeseori de duratele 
de servire. Dacă u este numărul de clienți serviţi in unitate de timp, atunci 
Ци va fi timpul mediu consumat de fiecare client la stația de servire. 

Să luăm acum în considerare sistemul de aşteptare în ansamblu, adică 
să ținem cont atit de fluxul de intrare cit şi de fluxul de ieșire. 

Presupunem că în sistemul de așteptare la momentul / + Ай sint n 
clienti. Această situaţie poate apare în unul din următoarele patru cazuri : 

a) la momentul 2 sînt în sistem и — 1 clienti şi în intervalul Ай întră 
un client şi nu părăseşte sistemul nici unul, 

b) la momentul f sînt în sistem и clienţi si în intervalul А? nu intră 
şi nici nu părăsește sistemul nici un client, 

c) la momentul 2 sînt în sistem 7 clienți si în intervalul А2 întră şi párá- 
зезфе sistemul cîte un client, 

4) la momentul # sînt în sistem и + 1 clienți, nu intră nici unul, dar 
părăseşte sistemul un singur client. | 

Cum probabilitatea de intrare a unui client în sistem în intervalul Аф 
este ЛА? şi cea de ieşire este uAZ, iar probabilitățile complementare (de a 
nu intra şi а nu ieşi din sistem) sînt 1 — AA£ şi 1 — uA#, putem scrie 
relația : 


P (t + М) = Р, 10) х: AI — pA) + P0) — XAB(1 — uA?) + 
PA A: А. po AFF Pu) — AAB < pat. 


Dar cum Af este practic suficient de mic atunci ДР — 0 şi relația de mai sus 
devine : | 


P,( + Ai) Рд < AM + P0) — (А-В) + Poe 
sau : 


Py(t + x — Ра) _ АР, (D) — (^ + ШР, (0 + Pn+1() (9—18) 


relație valabilă pentru Vz е N. ки 

n cazul cînd n = 0, deci la momentul 2 + AZ, avem in sistemul de 
aşteptare 0 clienți; cele patru cazuri enumerate mai sus se reduc la trei $1 
anume : 

а”) la momentul 2 sînt 0 clienţi în sistem, nu intră si nu părăseşte 515- 
temul nici unul în intervalul de timp A; 
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0”) la momentul 2 sînt 0 clienţi în sistem, intră i Dără 
mul 2 іп intervalul Ді; f unul Я părăseşte siste- 

с’) la momentul f există în sistem un client, nu intră nici un clie t 
dar părăseşte sistemul un singur client în intervalul de timp Aż. n 

Avînd aceste situații (pentru n = 0), vom observa că dacă în Сами 
sint 0 clienţi la 2, probabilitatea ca el să nu iasă din sistem în intervalul de 
timp Л? este 1 şi nu 1 — uA. Tinind cont de acestea, pentru n = 0 relația 
(9—18) devine: 


n (9—18, a) 
Trecind la limită pentru A/— 0 in (9-18) si (9—18, а) obţinem: 
Ра) = —AP.(t) + w Pi). (9—19, a) 


Dar cum fenomenul este staționar rezultă : 
PL) = Pi) =.. = РИЙ `= 0 
si ecuaţiile diferențiale (9—19) si (9—19, a) se transformă în ecuaţii liniare : 
UP) — АРУ = 0, 
adicá : 
P, = > P4). 
Pentru s: = 1 în relația (9—19) se obține: 
AP (t) — (A + u) P1) + uPa(t) = 0, 
Ры) = [= | Pa) 
u 
În general, pentru и: = и avem: 
P,() = [2) Pe, (9—20) 
u 
relația се se demonstrează prin inducție matematică completă. 
Pentru a determina P,(/) vom porni de la relaţia: 
PA) + P) +... + PA) +... =1 
şi folosind relația (9—20) obţinem: 
Р) + РД) +... + P,U) +... = Pol) + = Рой + 


t JPM +... + (S0 + ... = Pol [1 + 2 Qt 
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У А * қ 
Vom observa cá se impune: — < 1, ca suma din paranteză să aibă 


u 
sens (ca BONS pentru ca firul de așteptare să nu crească nemărginit). 
n 
Cum < 1 = (>) — 0 si pentru и suficient de mare putem face 
u u 


aproximarea : 
P;() = Ра) 
ie NV (0) i A 
L 
şi deoarece: >` Р, () = 1, rezultă: 
ie NU (0) 
Pod = 1 = = 1— p, (9—21) 
astfel incit relatia (9—20) devine: 
P4 -(^f(-2)- ea - a. (9—20,a) 
и p : 


Media acestei distribuții fiind: 
п = У) iB,()— ИНЕ 
ie NU (0) u u u 


вы ы. 


^ “ . ^ 2 . © 
Dar іп paranteza dreaptă avem derivata în raport cu— a progresiei: 
u 


кү N += 
u À 
1 = 
adicá : 
TEE 1 
(ЕЗІ 
u 
Я deci: 
A 
я, = [1 ——) Ка в, 
u) p (i-i { _ А 
ш в 
sau: 
п, = А A (9—22) 
-р и-А4 
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Timpul mediu de aşteptare în sistem va fi atunci: 


Wc e PN Teg (9—23) 
dar cum 7, — ў = 1 rezultă: 
T 
т 1 1 
t, = e == ——, ست‎ 
Am ГЕ E a (9—24) 
Rata medie de inactivitate va fi atunci: 
p=S-—p, (9—25) 
jar probabilitatea de a exista aşteptare este deci : 
P(t) = p, (9—26) 


ceea ce rezultă din faptul că probabilitatea de a nu exista aşteptare este 
Po(?) = 1 — р şi cum P(t) este complementară se obține imediat (9—26). 

În sfîrşit, să calculám ж). Deoarece sîntem în cazul unui sistem cu o 
singură stație şi dacă avem în sistem 7 clienți atunci: 


пу = — 1 
Si 
z = Y wb) = (и – ШР) = ар, — SPA = 
7—1 пе: 2 n=2 n=2 
= uP, @ =D РИ — РМО + ?.0 = 


= 7, — РД)--1-- РД) + P(t) = z, — 1 + Рой. 
Folosind relaţiile (9—21) si (9—20) obţinem : 


Cu aceasta, modelul (matematic) al subclasei РР? este complet deter- 
minat. Se observă ușor că toți parametrii sistemului de așteptare pot fi 
exprimafi ca funcții de À Я u. 

Referitor la À si u facem următoarele observaţii: 

а) dacă À > y firul de așteptare creşte nelimitat deoarece fluxul de 
sosire este superior fluxului de servire, În acest caz sistemul nu poate 
intra іп regim staționar; 


b) dacă à = u= p= 1 Я din formula (9—27) rezultă cá 5»; — 00». 


с) dacă À < y firul de aşteptare va avea o lungime finită si după un 
oarecare timp sistemul va intra în regim staționar. 
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În mod asemănător, însă ре baza unui calcul laborios, se stabilește 
modelul matematic al clasei PPS, model descris de următoarele formule : 


oS 5-4 gni 
Ра) = TET T 2291 (9—28) 


е P) dacă 1 5%<5 


P, (t) == 4 (9—29) 
* P) dacă # > S 
59-55 | 
e e$ , (5+ Des? 5+2 
= be vus рамы e pi. Put E. 
fa е BRUM Т > mapa ке | Кийе =) 
89 pSti + 
== LEE sc D i -31 
М-ы as 9-31) 
pg) L L S 9—32 
0 = Ph. (9—32) 
I ss ИРЕН 9—33 
ss s РА, (9—33) 


> 7 1 


£, = L, + — 
s 7 Ë 


(9—34) 


În cazul în care S — оо, toți clienții care sosesc sînt imediat serviţi. 
Deci іп cazul subclasei PPS cu S — co nu se pune problema formării 
unui şir de aşteptare. 

Cu aceasta, modelele matematice a clasei PPS* cu disciplina pri- 
mul sosit-primul servit a sistemelor fără pierderi şi staţii de servire para- 
lele, sînt complet descrise. Rámine să abordám, acum, aspectul econo- 
mic şi anume modul cum se stabileşte „compromisul” între costul aştep- 
tării şi costul serivrii. 

Fie c, costul unității de timp а unui client si c, costul unei unități 
de timp a unei staţii de servire. Dacă T este intervalul de timp în care 
dorim să calculăm costul mediu al sistemului c, atunci timpul pierdut 
de clienți în intervalul Т este 2#, T, iar costul va Нам Г si (S — р) Т 
va fi timpul total mediu de nefolosire a stațiilor cu costul c,(S — р)7. 
De aici rezultă costul mediu al sistemului: 


с, = [ci №, + e(S — р)17. (9—35) 


Se caută să se minimizeze acest cost c, deci să se minimizeze tim- 
pul de inactivitate a staţiilor. 


Pentru determinarea soluției optime se calculează c, cu diferite valori 
pentru S în modul următor: 


c = min ( [c My + cali — в)]Т}- (9—36) 
іе М 
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Se determină, in felul acesta, numărul de stații S = in așa fel încât 
costul să fie minim. 

Pentru a studia un sistem de așteptare indicám următoarele etape: 

Etapa I. Determinăm perioadele de timp în care sistemul poate fi 
considerat staționar. 

Etapa a Il-a. Determinăm, prin măsurători de timp (cronometrare), 
parametrii À şi u in perioadele in care sistemul este presupus stationar. 

Etapa a 111-а. Veriticăm prin intermediul testului у? presupunerea 
făcută asupra naturii poissoniene a sosirilor și servirilor. 

Etapa a IV-a. Calculám parametrii o, Р,(0, Polt), РИ, m, Е, t, 
şi p prin intermediul formulelor (9—20,а), ..., (9-27) sau (9—28), ... 
..., (9-34). 

Etapa а V-a. Se cautá sá se optimizeze costul global al sistemului, 
finind cont de prețul unitar al așteptării clienților si al asteptárii staţiilor, 
folosind formulele (9—35) я (9—36). 

Ca aplicație, vom studia un sistem de așteptare făcînd calculul manual, 
apoi vom studia același sistem cu ajutorul programului "PPSLI' şi a unui 
calculator automat ('PPSLI' este scris în limbajul FORTRAN si este 
utilizabil în sistemele de calcul FELIX С—256). | | 


Un exemplu de aplicaţie 


Într-o întreprindere pentru construcţii şi/sau reparaţii de mașini şi 
utilaje petroliere, aprovizionarea atelierelor cu materiale si piese de schimb 
se face (să presupunem) de la o magazie ce are un singur ghiseu de distri- 
buire. 

Şeful de depozit, observind marea afluență la ghișeu, cere înființarea 
unui nou ghigeu, deci înființarea unui nou post de distribuitor-materiale. 

Conducerea întreprinderii, înainte de a lua о hotárire, cere unui analist 
de la oficiul de calcul să facă un studiu de oportunitate, spre a se vedea 
dacă este necesară înființarea unui nou post. Analistul, observind afluenta 
muncitorilor la ghișeu mai multe zile în sir, ajunge la concluzia că în 
primele 30—45 minute ale unui schimb, precum și în timpul pauzei de masă 
(circa 1 oră), prezența muncitorilor la ghișeu este slabă si chiar foarte 
slabă. În restul timpului însă se formează cozi (fire de aşteptare). 

Problema a fost rezolvată de analist în etape, precum urmează: 


Etapa I. Stabilirea perioadelor presupuse staționare. 


Analistul presupune că fenomenul de aşteptare, descris mai sus, este 
staționar în perioadele în care prezența muncitorilor la ghiseu este mare. 


Etapa a Il-a. Determinarea pe bază de cronometrări a parametrilor 
A ŞI р. | 
Este indicat са atunci cînd se aplică testul de semnificație x, numa- 
rul de elemente ale mulțimii (populaţiei statistice) ce se cercetează să fie 


în general mai mare decit 50. În cazul de față, s-au luat in considerare 
cite 80 intervale de 5 minute pentru studiul sosirilor, intervale situate in 
perioada presupusá stationará (intervalele pot fi consecutive sau nu) ŞI 
s-au numărat muncitorii sosiți în cursul fiecărui interval. S-au obținut 


datele din tabela 9—2. 
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Tabela 9—2 


Număr muncitori (m,) 
(n) sosiți în timpul unui interval Етесуеща observată (f,) me tí. 
de 5 minute 
КЕСЕК iai add ر‎ na in ll dim E alipi a 5 


1 0 25 0 
3 2 17 34 
4 3 5 15 
5 4 2 8 
6 5 1 5 
7 6 0 0 


Calculind media distribuției sosirilor avem : 


92 


Z Mny În 
M(X) = 2 тү == 1,15. 


Dar М(Х) = X я cum / = 5 minute rezultă: 


— 
— 
[91] 


0,23 sosiri/min. 


Pentru studiul servirilor s-au observat duratele servirilor in 80 de 
cazuri din perioada presupusă staționară. S-au obținut datele din tabela 
9—3. 


Tabela 9—3 


Nr. . . e р .. Z 
ары M | А 

1 sub 3 minute 33 1,5 49,5 

2 de la 3 la 4 minute 18 3,5 63,0 

3 4—5 7 4,5 31,5 

4 5— 6 6 5,5 33,0 

5 6— 7 4 6,5 26,0 

6 7— 8 5 7,5 37,5 

7 8— 9 2 8,5 17,0 

8 9—10 1 9,5 9,5 

9 10—11 2 10,5 21,0 

10 11—12 1 11,5 11,5 

11 12—13 1 12,5 12,5 

12 13—14 0 13,5 0 

12 12 
= — М, = 2” Ди = 80 - 22 а X Ља 312 
тігі n,—1 
Deoarece servirile sînt înregistrate in intervale de timp |В, ^], m 
E А A " : € lol! 
considera fiecare interval concentrat în valoarea medie a sa At = z 4 
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valori aflate în coloana a patra a tabelei 9—3. Din această tabelă dedu- 
cem : 


Etapa а III-a constă în verificarea ipotezei că sosirile 91 servirile 
sint poissoniene. 

Pentru a verifica această ipoteză vom folosi testul y2. Pentru aceasta 
se întocmeşte tabela 9—4. 


я=0 "m 


т... 


| Tabela 9—4 
لت‎  .. E N RR ا‎ ADE NE И мшш 
Număr Frecvența Frecvența teoretică 2 2 
=н — Ж An = tu — f, А, Ау, 
0 25 25,33120 0,33120 0,109693 0,004330 
1 30 29,13088 0,86912 0,755370 0,025930 
2 17 16,75026 0,24974 0,062370 0,003724 
3 5 6,42093 1,42093 2,019042 0,314447 
>4 3 2,36673 0,63327 0,401030 0,169445 
4 4 An? 
— N= > 7 f,=80 УХ /„=80 E Ż = п = 0,517876 


Calculul frecvenţei teoretice /, se face folosind relaţia : 


O)" au 
J.. Ме я 


» 


relație ce poate fi transformată într-o relație de recurenţă, adici: 


(ха) M QT. 0 M 
= N— eh = --- Ne = — A 
Л, n! n (n— 1)! n Tua 

Vom folosi această relație pentru Wn е (0, n — 1), iar pentru и:= n 
vom calcula /, cu formula : 


"n—1 


Fin =N — 2 


Observám cá ultimele patru Ной (clase) ale tabelei 9—2 au fost res- 
зе în tabela 9—4 într-o singură linie (clasă) pentru # > 4. Deoarece 
е-М = е-115 ду 0,31664, cu ajutorul formulei de recurenţă se poate in- 
tocmi uşor, pe bază de calcul, tabela 9—4. w | 

Din ultima coloană a tabelei 9—4 se obține valoarea lui y2. Folosind 
tabelele uzuale cu valorile lui у, in funcție de probabilitatea P cu care 
dorim ca fenomenul sá fie considerat poissonian si de grade de libertate 
у, se extrage )2: T" i iil 
ве 1° dacă yj > x2, atunci ipoteza asupra naturii poissoniene а 505111 or 
se verifică cu probabilitatea Р; 
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2° dacă ха < xl, atunci ipoteza asupra naturii poissoniene а sosirilor 
nu este verificată, 

Ín cazul nostru, analistul a hotárit cá dacá testul y? se verificá cu 
Р = 0,90 atunci va admite cà sosirile sînt poissoniene. În fond, admite 
că 10%, din sosiri pot să se producă Я după o altă lege. Pentru a deter- 
mina numărul de grade de libertate v se foloseşte formula : 


v—c—1-—f, 


unde: c este numárul de clase (in cazul acestei aplicafii c = 5), iar р este 
numárul de parametri (р = 1); atunci: 


›=5,—1—1=8. 


Se găseşte in tabelele uzuale, pentru P = 0,90 şi v = 3:74 = 0,584. 
Deoarece în cazul acestui exemplu (у. tabela 9—4), у? = 0,5179 înseamnă 


că yè > у? şi ipoteza asupra naturii poissoniene a sosirilor este verificată. 
Pentru a verifica că duratele de servire urmează o repartiție expo- 
nenfialá (deci servirile sînt poissoniene) vom folosi testul lui Kolmogorov*. 
Pentru verificarea concordantei dintre repartiție empirică (observată) 
şi cea teoretică prin intermediul testului lui Kolmogorov vom proceda în 
felul următor : 
1° calculăm frecvențele relative cumulate observate /,, şi frecvențele 
cumulate teoretice /,, cu ajutorul formulelor : 


Лена ш: z я 
ша fra = 1 enl; 
N, 


2? calculám?Az, = | fe — al; 


3? calculám D = тах (An,) Я cu ajutorul relației |à, = DAN, se 
=”: 


calculează 2,; 
4? dintr-o tabelă cu probabilitățile: 


PO) = №] sup |/„(А) — 40] < 25). 
n=% | —c «Ai «c +c Ма 
extragem pe A, corespunzător probabilității dorite. 
. Dacă А, < № se poate afirma cá repartiția duratelor de servire obser- 
vate urmează o lege exponențială ; dacă nu, ipoteza se respinge şi even- 
tual se caută o altă repartiție teoretică. | 
În cazul acestui exemplu, pentru aplicarea testului lui; Kolmogorov, 
vom completa o nouă tabelă (tabela 9—5), care conţine şi valorile е”. 
Din ultima coloană a tabelei 9—5 găsim A = 0,093232 si десі А, = 
= 0,093232 . 4/80 = 0,833892. 
Dintr-o tabelă cu valobile lui P(A), pentru Р(№) = 0,90 găsim 2, = 
= 1,223558. Comparind à Я 2, se observă că A, < № şi deci repartiția 
duratelor de servire urmează o lege exponențială. 
Etapa a IV-a se referă la calculul parametrilor sistemului de așteptare. 


— 


* S-ar putea folosi, totuşi, în acelaşi mod şi testul у. 
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Pentru а calcula parametrii sistemului de asteptare vom utiliza rela- 
fille (9—20,a), ..., (9—26). ОБ пеш: 


= A = 0,897, 


u 


P, = 1 — p = 0,103, 


ñs = — = 8,71 Я deci în sistem avem 9 muncitori, 
ты 
— 2 0,8046 й . v . . . A 
#, = = = 7,81 = există circa 8 muncitori în așteptare 
Aloe 0,103 j 
- 1 ; 
la = = 37,86 min, 
Ш — А 
7 0,897 А 
їл = —— = —— = 33,96 min, 


к — À 0,02641 
o = 5 — р = 0,103. 


Constatám cá timpul pierdut de muncitori cu asteptarea este suficient 
de mare; cu,toate acestea, se poate constata cá distribuitorul are o pe- 
rioadă de inactivitate #, = 8.60 - р = 50 min în fiecare schimb. Cum 
timpul pierdut in medietde un muncitor este considerabil, se va trece la 
optimizarea sistemului de așteptare in vederea eliminării timpului pierdut 
de muncitori, ceea ce va duce la un cîștig la timpul de muncă, implicit la 
o creștere a producției. 

Etapa a V-a constă în optimizarea sistemului de aşteptare. 


Am arătat mai sus că una din căile de optimizare a unui sistem de 


aşteptare se realizează prin încercări, dînd lui 5 valorile 1, 2, 3, ... 
si calculind costul timpului pierdut în sistem și eventual și toți parametrii 
(sau numai o parte din ei). 

Pentru S = 1 sînt calculati deja toti parametrii. Urmează să calculăm 
costul timpului pierdut în sistem. Considerînd retribufie orară pentru 
muncitor: с, = 7,75 leifh şi pentru distribuitor: ca = 6,25 lei/h, atunci 
costul mediu al timpului pierdut în sistem va fi: 


Т 7,75 6,25 
e = [eı + 5 — #1Т = (8х 023 x 33,96 + Е х 0108). 


. 480 ~ 489,40 lei. 
Pentru 5 -- 2 


P E а : 
о =| ———. T سے‎ = 
aco n! _ 0,897 4-1 + 0,897 


$i 
S 0.897 
оі |а. 
2 


= 0,380739 ; 
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лэиие25 NIYO Чим рэцие25 Ж) 


4... ш 2 T = Е g=" (= - - 
c9S0F0'0 Ser6s6'0 29<0Ғ0%0 16006 000071 08 I Szi II 
€L66£0ʻ0 LOSLY6'0 $275$0'0 18%6 2 5/86 %0 6L I SII 01 
FSZSF0 0 9755$6'0 YSLL9'0 6069% 0с/6%0 82 5 501 6 
819/60"0 5862160 819/80%0 GSE's 00€6'0 94 | c'6 8 
069060“0 018988'0 0616110 сбит: с166'0 SZ с s'8 L 
с8/850%0 1119980 £8c9FI'0 16261 с016%0 £L $ SL 9 
0806£0'0 026018'0 080681'0 L999'1 00580 89 r с9 с 
L90FT0'0 еебес/:0 1907700 £01r'I 0008'0 +9 9 S'S y 
£FFOFO'O LSSF89°0 $РР918'0 өсегі ИНА 89 L су в 
ветето“о 198с68'0 $89207'0 FZ68'0 с/69"0 18 81 св © 
555560'0 8906160 ©64089°0 9785'0 SZIF'O g€ ££ <1 І 

кенен‏ د э. ПЕРЕН Е j ff Uus Ьуз! cese‏ الا 
TN 1‏ 
м-ді чу | ало 5 “лун шш (ети ) то "Um my | 55‏ 
таңеЈәг vjusA99Id тартізі в}пәләэлд vjuoA2214 vjuosA221g IN‏ 
аса | ET RENCONTRES‏ 
,712981 6—€ 


ЕЕ Р. р? 0,380739. 0,8972 

Е 06. 
S.S1(1.— р/5)% 0,897 

2.2 |! " 


MT 9? EUST _ (5-- рі) 5+2 ]. — 
T [e + 21 кә г 545 —в) 55-5) à 


3. 0,8972 4 Е | 
zu os i qu] 0880739 - 1,648; 


- P, р? __ 0,380739. 0,8972 


= [0,897 + 0,8972 + 


2 0,897 2 
| m 2.211 n mu :0,25641 
2 
- = 1 . 
ts, = iy, + w £e 2,93 min ; 
T) 


о = 5 — р = 1,103. 
Costul mediu al timpului pierdut în sistemul de așteptare va fi deci: 
cs, = [est + ca(S — о)]Т = (7,75 x 0,23 х 0,982 + 
+.6,25 x 1,103) : 8 = 69,15 lei. 


Pentru S — 3 nu vom mai calcula toti parametrii sistemului, deoarece 
in cazul problemei pe care o avem de rezolvat (minimizarea costului mediu 
al timpului pierdut) sînt suficienți P, si £j. Deci: 


ката Mat 


0,897 
3! |: — а | 
3 


0,8972171 1 


-- = — 0,404711, 
21 2,470901 


0,8973.0,404711 
— = 0,129. 


„= 0,897 2 
3.31 |: та .0,25641 


Costul mediu al timpului pierdut in sistem va fi 
Cs, = Гали, + c, (S — в)]Т = (7,75 x 0,23 x 0,129 + 6,25 x 2,103) х 
x 8 = 107 lei. 


Observăm cá dacă se vor angaja încă 2 distribuitori pe schimb, 
costul mediu al timpului pierdut va fi 107 lei, cost mai mare decit dacă 
se angajează un singur distribuitor. И 

Deci, solufia optimá este sá se angajeze incá un distribuitor de ma- 
teriale la fiecare schimb. Prin aceastá optimizare intreprinderea va avea 
de cîștigat 489,40 — 69,15 = 420,25 lei pe schimb, la care se poate adáu- 
ga $i sporul de producţie care se realizează de către muncitorii care пи 
se mai află în firul de așteptare. Pentru fiecare muncitor se cîștigă un timp 
productiv 1, = Z, — J, = 35 minute. Se poate trage deci concluzia са 
angajarea unui distribuitor de materiale în fiecare schimb este rentabilă 
pentru întreprindere. | 
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Pentru rezolvarea aceleiași probleme într-un timp foarte scurt şi cu 
exactitate sporită am realizat un program original denumit de noi PPSLI, 
program scris în limbaj FORTRAN я utilizabil la calculatoare FELIX 
C— 256. 

Programul este prezentat în lista 9.1, iar schema logică (organigrama) 
în figura 9.4. 

Semnificaţia variabilelor si constantelor cu rol important, folosite în 
programul PPSLI, este următoarea: 


FN — vector ce confine frecvența observată, atit pentru sosiri cit 
şi pentru serviri; 

FTN — vectorul frecvență teoretică pentru sosiri ; 

HI — matrice conținînd valorile testului 2. Coloanele semnifică valori- 


probabilitate cu următoarea corespondență : 

nr. coloană 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 
probabilitate 

0,99 0,98 0,95 0,90 0,80 0,70 0,50 0,30 0,20 0,10 0,05 0,02 0,01 
iar liniile sint corespunzătoare lui у = 1,30; 

TKO — matrice conținînd valorile testului Kolmogorov. Prima linie 
conține 143 valori pentru Р(2), iar cea de a doua linie valorile corespun- 
zátoare pentru A. Valorile lui HI si T'KO se tipáresc dupá citire, pentru 
verificarea mai ușoară a corectitudinii valorilor introduse ; 


ЕКС — vectorul frecvență relativă cumulată observată ; 

FRI — vectorul frecvență cumulată teoretică ; 

MN — vectorul ce conține numărul de sosiri într-un interval de 
timp, sau limita superioară a intervalului de timp al servirilor ; 

CS — vectorul ce conține costul mediu al timpului pierdut în sistem 
pentru S = 1, 2, ...; 

№2 (în cazul citirii de ре cartelá) — numărul de cazuri luate în 
studiu, atît la sosiri cit si la serviri; | 

NCL — numărul de clase in care se vor regrupa cazurile luate in 
studiu ; 

NP — numărul de parametrii іп cazul sosirilor ; 

P — număr întreg ce reprezintă corespondentul probabilității din 


tabela Z. Spre exemplu, pentru probabilitatea 0,50, P = 7 în cazul tes- 
tului y? sau pentru probabilitatea 0,1357, P = 27 în cazul servirilor; 


NI — mărimea intervalului de timp exprimat în minute, în care 
se fac observaţiile în cazul sosirilor ; 

NS — numărul staţiilor de servire; 

C7 — retribufia orară а unui muncitor; 

C2 — retribufia orară a unui distribuitor-materiale ; 


N — un număr natural # 0, utilizat ca indice al lui Р, — 

Programul calculează parametrii sistemului de așteptare 1 costul 
mediu al timpului pierdut în sistem. Se simulează apoi mărirea numărului 
de'staţii de servire a sistemului, S: = S + 1 pînă cînd c,,, < % unde 
Сы este costul timpului mediu al timpului pierdut iniţial. Cartelele de date 


233 


СЕ Scanned with OKEN Scanner 


m 
© © Сс О U им — 
` сэ с› сэ су су сэ сэ сэ сэ ос 


LISTA 9,1 
TAAREREASSASAATAYXWARRRWTWAAAVAVARAETEAREAHATAOTATORAHARRARYVAAWARTERNRAT 
РКУСКАМ PPSLI, 


PRUGRAMUL SE FULUSESTE PENTRU STUDIEREA SISTEMELOH DE дом 
TEPTARE ІМ CARE SOSIRILE SINT PRESUPUSE POISSONIENE SI I 
0 LEGE  EXPUNENTIALA, ІМ PROGRAM SE VERIFICA ACESTE PRESU-» 
PUNERI SI DACA SINT SATISFACUTE SE CALCULEAZA PARAMETRII» 

SISTEMULUI SI PRIN SIMULARI SE OPTIMIZEAZA(MINIMIZEAZA) + 

w COSTUL MEDIU AL TIMPULUI PIERDUT IN SISTEM 7 
о КААЛ До ЕЕЕ ЕЕЕ OF БЕТА OK OF bh Fh Wh r e oF HH Hk + 4 
DIMENSIUN FN(S5QJ,FTNX2U),H4C€30,13), TKOC2, 1492) , ЕЯС(50),ЕКТ (50) 
REAL LAMDA,MIU,LAMDAT,MN(SOD,LAMDAC,CS(10) ,NSB,NFB 
INTE*VER P 
CALL ГЕУТХАНТ) 
CxXLL ТЕЗТКСТКО) 

2 READV105,105, ENUZ 15) Ne,NCL,NP,P«NT 

105 FORMAT(CSI2) 
НЕАО4 105, 106) ММС) ,FNCI) 1z21,N2) 
106 FORMAT(20(2F2,0)) 

N3a1 
АЕЗУМАМЗ, EN MN М2) 
№320 
ВЕЗУМ АМ, ЕМ, ММ, на) 
LAMDATZB/A 
N3zNLL+1 
DO 3 IZN5,N?2 

3 FN(NVLOBFNCNCL) *FNCIJ 
NTUZNCL-NP-1 
NNeNLL=1 
ЕТНС 1) ЖЕХР ( е | АМОАТ)*А 
DO 4 тр, ММ 

1 РуМмба) ЕТМ (1-1) *LAMDAT/ CI 1) 
N5z1 
ЕТИМ ЗАЗ ИМ ма, FTN? MN NN) 
HIezu 
DO 5 11, МЕЦ, 
DELTA3FN(I)=FTNS12 
DELTAZDELTAre2 

5 HICZSHIC*DELTA/FTN(CI) 
WRITEV1UB,107) МТ, Са, MN(I)r1 Емо) оз, РТМ СТО 4121, МЕЦ) 

107 FORMAT(1H4,///,1H „25Х, "МЕВТЕТСАВЕА IPOTEZEI FLUX VE SOSIRE Р 
1015SUN'/1H ,25X468(1H*2//4H ,SX,'NUMAR DE SOSIRI IN 4,12, MINUTE’ 
2,SX, ' FRECVENTA OBSERVATA *',16X,' FRECVENTA TEORETICA'/(1H .5Х,4ЧМ(! 
$3,124, 23! ,F10.4,16X, ЕН(%,12,425%,610,0,19Х, ' ENTC* 412, 35". Е10.4)) 

IF(CHAC,UT.HIQNIU,P)) GO TO 6 - | 
WRITEC108,108) А, ЦАМПАТ, НТС, НТС МЕЦ, | к v 

408 rORMA(T(//1n £20» ние ек баце? XL I LAMDATSS о PARS де Де nan 5 

НЕ’, ЕТ, 4//И НО „20X, IPOTEZA | NEVERIFICATA / „20Х, 


2. въ... 


60 TU 15 
6 LAMDASLAMDAT/N'T : 
) 
ا‎ ои A LAMDAT, LAMDA HIL HI CTY УХ, АМАН, ЕЛО, ща 3 


FORMAT(//41H 210X, 'Nz* 4 F10, 4, 3X, 'LAMDAT= 
109 X C ata eS E? 0 SR HIR! a FT АУ АН „40Х, “IPOTEZA ASUPRA 
2ESTE  VERIFICATA?/1H «Тох, 44(1H=)) 
READSIOS 110) н?. НС | P NS СТ, Са, N 
110 FORMAT(212413,12,2F642412) 
ЕАО < 105,111) (HNCI) , FNCT), 1721, N2) 
111 ҒоРМАТ(10(2Ғ3,722 
А= (0 
DO 7 451, №е 
RzZ(M"CI)24A)/2, 
АЕММАГ) 


505181108 


+40152 


i 


--+ 
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115 FORMAT(TH1,////1H .30Х, 


ММ (12-5: 

№321 

ARSUMLNS FN, ММ, ма) 
N3320 
BASUMINS Ем, ММ, на) 
MIUSA/B 

А4с0 


050 

DO 8 i2'1,NUL 
FNCI?ZFNCIO*A1 
FRCCLo8SENCID)/A 
T=MIUwMN(1) 
ЕАТ64 ) 21 "ЕХР ("T7 
ОТЕЗАВ$ (ЕНТ СТ) -ЕКЕ( +) ? 
ОжАМАХ1(0,01Ғ) 


8 АЛЕЕМСГ) 


NRITECIUB 1122 CL MNA 12 4I, ЕМАС) 1 FRUCID IS ЕКІСІ), 151, МСС) 


12 FORMAT(C1H1, ///4H „25Х, “VERIFICAREA IPOTEZEÍ СА SERVIRILE  URMEA 


124 О LEGE  EXPUNENTIALA?/1H ,25Х,68(18»ж2//18 ,17X, * VALORI MEDI? 
254,8Х, "FRECVENTA CUMULATA FRECVENTA RELATIVA FRECVENTA RELAT 
31V4A*/1H ,15X, ' INTERVALELOR DE TIMp',RX,'OBESEVATA* , 14Х, ' CUMULAT т, 
49X, f EORETICA CUMULATA* // (TH „47K. ! DTNAC 4 12, * )2* F7,3,9X, "РСЧС, T 
52,1)5' Ра, 0,7, * FRCC 1 I2, 22! 4 EB LA, 6Х, FRCTCIL I2, ) =", FB,60) 

LAMDACZD«SQRT(AD 

LAMDAT=TKO(2,P) 

IF(LAMDAC,LT,LAMDAT) 99 TO 9 

WRITEC10B8,1123) D,LAMDAC,LAMDAT,MAU 


113 FORMAT(///1H „15X, '02!, 9,6, 10X, " LAMDACZ „ЕУ, 0, 5X» * LAMDATz t ,F9,8, 


15X,'"IUz' ,FB,6/1H „25Х, " ТРОТЕРА NU SE VERIFICA'/AH ,25X,23C10n*)/) 


GO TU 15 
9 WRITE(108,114)DPLAMDALe LAMDATeMIU 


114 РОКМАТАХХИЛН (лохи US  E9,0110X 4 " LAMDACZ ҒУ,6,5Х,  МАМПАТш”,Ғ9,6, 


15xX,'"IU-',FB,6/1H ,25X,'IPUTEZA Sr VERIFICA'/1H „25Х,19(1н-)) 
00 12 131.10 


12 С5(17/70 


ROzLAMDA/MIU 
WRITE(108,115) LAMDA,MJU,RU 


11(1H22///1H „15%, ' LAMUAz * ,F8,5,5X, *"Iuz' FB бобх, RO=”, РЕ, 571) 
ТЕСМ>. МЕ, A) GO TO 10 

PNZRU**Nw(1*"RO) 

Р0ч1"К0 

КОВЕМЗЗКО 

PNULTRO ` 

NSBEXO/PUY 

мрезкфеко/ну 

ТЕ=НО/ (MIU=LAMOA) 

TSi, / (Нтуе | АМВА) 

NINSI 

CS(1724U1*LAMDA* Tr «tL 2*0g)*B 

WRITEVT102, 117) NIN PUGPNULe М, PN МЗ В МЕВе ТЕ, (548084655515) 
NINSNIN«*1 

60 ТУ 11 


10 нунанъ 
11 А=1 


DO 1% Lš NIN 


14 Aa(A980)/1 


RsA/A12RO/NIN) 
LzNI'"-1 

Вх0 

8721 

DO 15 1=7, 0 
841(81“80)71 


“STUDIUL SISTEMULUI VE ASTEPTARE'/41H ,30X,3 
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127 15 5up*U1 

128 рфж1./(К+В 21) 

129 PNULSR*PQ 

130 NEBEPNUL«RU/(NIN*CTeRÜU/NINJ2 

131 TExPNUL/(CNINw(49RO/NIND«MIU) 

132 T$nTF*1, /CMIUSNIN) 

153 ROBENIN«RO 

134 Н5ВЯКО 

435 A28RU 

136 LaNIN"1 

137 DO 16 181,1 

138 AQRAC*RO/I 

439 16 NSBaNSB+A2 

140 АфиА# CNINS 1) #КО/ CNIN*KU) 

141 Agn(NINe2)/CFACTCNIN)* NINH HOD 4*2) <. 

162 МЕВЕЗНУВФАТЬАС ) ОКО i 

143 IF(NeGE,NIN) GO TO 18 

148 Рна 1 P 

145 DO 1Y сет. М ` 

146 19 PNEPN*RO/I 

147 PNEPN*PO 

148 60 TU 20 

149 18 PNRRO**NIN/(NIN**(NHNIN)«FACT(NIN)) 

150 20 CS(NIN)2(CT*LAMDA*TF«C2«ROB)*8 

151 ІР(С5(МІН).67.(5(М5)) GO TO 2 : 

452 МЕТТЕ (108.117) NIN, POsPNUL, N, РМ, NSB NFB ТЕ, fS ROB CS(NIN) 

135 117 FORMAT (1H (15X, 28525 126 3X, ЗНРОж, Е6 63X 2HP, Рб, 4e 3X, 2HNz, 12, 3X, 3H 
156 1PN2,F6,45,3X 3HNS2,F7,06, 3X  SHNFz,F7,6 TX, 3HTF2, F7, 6, 3X, 3HTSz ,F7,45,3 
155 2X, &LHROBz,F7,4/4H ,15X«5(4H2)/4H ,15X,'COSTUL MEDIU AL TIMPULUI PIE 
155 3RDUT IN SISTEM ESTE: CSz!,F8.2/1H s65X,11(1H2)/) 

157 №: Нам} +4 | к - : 
158 ; 60 TU 11 

15? 13 STOP 

160 END 


54010001 22/10/75 15,46,44 


1 FUNCISUN SUM(N ,FN MN. МС) 
2 Е WWAEERERKIEATEAEAERRAATESARATREERSETAATATERTAETRETERETAYETETARFARARARHRTRAAT 
3 C * FUNCTIA SUM, * 
4 C e FUNCTIA CALCULEAZA SUMA FN(17+ ЕМ(2)+,,.ФЕНСМ2) DACA N31 œ 
5 t ж FUNCTIA CALCULEAZA SUMA ЕМ(12% MN(4)+,. ЕН(Н2) *HN(N2) DACA + 
6 C я N ESTE UIFERIT OE 1, " 
T с няни МА ы ыы 
8 REAL Е№(50),ММ( 50). 
9 5:0 
10 ро 1 2=1, М2 
11 TE(N ЕЯ, 1) GO TU 2 
12 (емі) 
13 Go TU 1 
14 2 141 
15 4 SagerNCE)*L 
16 Sumas 
17 RETUKN А 
18 END 
1 SUBRVU KCTKUJ 
2 v о РИС ИРИ АР 
5 с « SE INTRODUC IN MEMORIE VALORILE NECFSARE APLICARII TESTULUI O, a 
4 с a KOLMOGOROV, SE FOLOSESTE TABELA DE LA PAG, 389 DIN TEORIA Ë ч 
5 с * RILOR DE MASURARE SI METUDA CELOR МАТ MICI PATRATE, Bol 2 
е ¢ + RDITURA TEHNICA BUCURESTI 1972, TIPARIREA DATELOR СЕТТЕ BABI- * 
? C * РАСЕ CONDITIONAT, SE INTRODUC IN PRIMUL RIND VALORILE PRO OS LES 
8 c s LITATII, CITE 13 VALURI CONSECUTIVE PE 0 CARTELA, APO! МА Тед o 
? с “ COKESPONDENTE PENTRU LAMDA,SE FOLOSESC NUMAI 143 VALO 
10 с * PINA LA PROBABILITATEA PCLAMDA220,9959 "VTL 
11 Е fi re ПА оО Ata di vus ub Е dd жае 7 
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о O O9 -4 O. AA в tiu a 


> 3 
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402 
с/ 
с/105 
с/ 

с/ 
c 
сё 1 
с/ 104 
с/ 
с/ 
с/ 
с/ 


ооо eo 


ССРО O G O € o с: 


с/ 
c/101 
c/ 
с/ 
c/ 
с/ 
с/ 


DIMENŞION ТКО(2, 1435) 
KEADVTOS,102) ССТКОХ 
ЕОАМАТ (1575,42 
МИ ТЕ (108,103) . 
FORMATCTH1, ///1H 8995 VALURI TEST KOLMOGUMOV',/4H ›45Х,24С1Н*)/ 

11H „ФХ, 12661Н#)) 
№1=1 
Nani? 

МАТТЕ 108,704) {ТКО Ее J)e JINI NE) 121,2) 
FORMATCTH ›4Х,'® PCLT) #7, 13 (4х, F6, 6,2H *)/1Н ,4X«126C1H*)/1H GX» 

1. LT. %%,45(1Х.Ғ6,6:%2Ң *)/ H „4Х, 126(1Не?) 

N18N1*13 

N2xN4*13 

IF(N2,UE 1943960 TO 1 
RETURN 

END 


4.4) 411, 1431, 1=1, г) 


FUNCION FACTCNJ 
соленое нотки РЕАЛА 
e FUNCTIA FACT, 
e FUNCTIA CALCULEAZA  FACTORIALUL ОЕ N, FACTzNI . 


отит то остова ими ыы ыы 


Rz 

DO 1 ¿81 N 
RmR*1 
РАСТЗК 
RETUKN 

END 


РРТПІЛІЛТТҮЛГІГІ412224344342/ 
-e 


УУВКУУТЕМЕ TESTA(HI? 


НИИ ооо AN ÜRERSERRRAT 
« SE INTRODUC IN МЕМОКТЕ VALORILE TESTULUI X1«»2 $1 SE TIPARESC œ 
« CONDITIONAT, DE REGULA TIPARIREA SE VA FACE LA O PRIMA RULARE ж 
ж PRIN FOLOSIREA IN CARTELA COMPILE FORTRAN A OPTIUNII СОС, TIPa=» 
k RIKE NECESARA VERIFICARII MINUTIOASE А VALORILOR INTRODUSE, * 
ж 
* 
я 


РЕРЕТТТТІГІЗ45 535 а A ERR 


: DIN IN» я 
PENTRU VALORILE TESTULUI SE FOLOSESTE TABELUL ANEXA 3 
TRUDUCERE IN TEORIA STATISTICII DE G.YULE,M.G,KENDALL к-г т. 
VILINTIPICA BUCURESTI 1969, DATELE TABELULUI SE CITESC PE LIMIT? 
61 SE PERFOREAZA CITE 10 VALORI CONSECUTIVE PE 0 CASTES an 
ОРО ИР? ИИ УННН РЕР Y ARERNRRANENARTATA ажене 


DIMENSION Н1 (30.13) 

READ 105,100) CCH£ (CT 4 е 215132, 1514 30) 

FORMAT (10F6,4) 

WRITEC108,1012€1 (ң1‹4,)),451,13),191,30) è 
FORMAT C1H1, ////18 „35а VALORI  pENTRU TESTUL. ir RAS тега 
1,35X536 (1892//4H. (6X, 123 C1H9)/1H. ¿AX та * i de 70 * 0,50 
2 «P* 0,99 * 0.98 * 095 < 0490 7 "um 404" 

* 0,10 * 0405 * 9! я 

; didi: 2n Di pusat. 15 EX INAH AXL123 аве) / САН «Хе ТНТ 
SX, 12: СН «13 (74, 1Х, 18920) 

RETURN 

END 


Lista 9.1 
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1Əuue3S NYO Чим реиие2$ Ж) 


УЗТЭТУЗА Яс У531041 


0.5962" «Лін 9000624) auvanv LAC | взуднуз 2226504 =à 
942256" =(6 21993 000$46* ш(6 2294 “84 #(6 N24 0060, =(6 )LN1IQ 
267516! ш(8 31242 000056“ ш(8 )2u4 “94 BCR )N23 0066 «(8 )LN1Q 
009988" к(2 )1943 006466" z(4 3244 ‘c4 =(¿ 3 0068 «() )LN1G 
#78258” z(9 )12u3 006246“ а(9 2231 “64 #(9 3824 00€*4 =(9 ЗЬМ4а 
pie M loss 0000$9* a(S )2u4 “99 #(6 ND 00649 a(6 Уъмда 
6,6652" ш(%7 01993 000008" а(% 9984 “99 ace DNJI оос mi Сны 
825989" =(& )12u4 000$24* a(S )9ug “95 =(ç )N23 00649 абе 9ЬМ40 
285265" ш(2 )12u4 0064Е9" ас2 ELE “LS «(2 уно 00c*£ а(? )LNAQ 
88265" к() 512803 бобер" m(L 2204 'é& «CL НАЯ 00c'L all JLNLG 
|УА11Ү13ы VIN3A2303 VA11V 138 VAN3JAJJY4 VLIVINHNS viN3A2214 м ILIAAN INOqYA 


ИИ 
V1VIIN3NOdX3 3533 O vzvanun этурнтлНае va 17271041  V3uvatg4IUA3A 
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МДУОТЯТНЗА 3163  ноттите0б VudnSY ұү73104т 


6029 "9 z(*? PLN 0000*s =(9 )N3 0000°$ #(7 им 
TETARA. s(ç )1N4 0000*4, -(с )N3 000072 atf. унн 
905,62 ш(2 3183 00400: а(2 )ма 00007 =(2 8N 
ОБЕЕ SZ al, DANS 0000 "52 а(, 3893 0000" к, им 
121181094 VINA V1VAW3S80 VINA 31nNIH Ç NI 151506 30 НУНОМ 


NIHIN INSANIN YKY ¥ 


Ф 


JƏuue3S мамо Чим peuue»s 


0501764 «60% 
осо *в жебн 
0£0,'4 =@0ы 
0%01%9 EGON 
050145 608 
0%0,47 rgot 
00,4: zü0b 
00,42 Egov 
050,4) 2108 


050,4 кебш 


006%" esl 
55%’ x51 
6489" =$) 
2466 atu 
6069" asi 
F782’ #51 
8266" шб] 
REZ2**L eS, 
0256"? eS 
0798“ /©2$1 


0400" sii 
6000* adl 
0000" 41 
00004 #14 
£000* mil 
£200* н31 
8/10* 5241 
вагі" 4341 
0296* 1l 
)«96' $5241 


0000* 1N 
0000* вім 
0000* ван 
0000* sin 
1000" изм 
$000* ЕЗМ 
19004 min 
9620* кіМ 
6522* сан 
2,58%) ван 


LLIELILYYI LE 
67569 350 
04684 SN 
гІэЗЕТТҮТІ Іі 
614509 #52 
0269 =SN 
Hzzzz2zgnszcz 
6 66Е 5S2 
0468 СН 
ЕСЕЕСЕНЫЕЕЕ 
сь" 504 | #59 
0268 ESN 
такси: 
6." 662 52 
2460" =SN 
FELALL TELEL] 
814602 252 
8868’ asN 
ZZEZEZazz23 
09456 x$2 
80,4% «SN 
ЕОЕЕЕНИЗНЕЕ 
66*90L ms 
0764, BSN 
EZZIEBEBZSEZZZ 
$69 к52 
6199: 2SN 
а55=Еи==== 
49°68 50 
480/*g ESN 


13153 WILTS NY 101048214 1nafidut) чу 01038 1114503 


Lot" ана 


? 


14153 #316875 N) 


1991! зна 


? 


aN 00004 за — 9/09° #09 
10044174 Inafdwt) 71У NOAN 
км 0000* zd 94090 2094 


12183 Н31675 NI 1048314 10104871. 71У птдаи 


1901! xNd 


? 


ЕН 0000” zd 9407: #04 


12152 w3487S$ М7 іланата In1Rdw]) 1Y птдаи 


1791" ЕМА 


2 


EN 0000* xd 6107" a0d 


1341983 434515 N? дайнята Тазпанта ту птози 


toL’ aNd 


? 


aN £000* zd g409* and 


13193 831615 Nt 1пахаа 101Панті чу ATOIAK 


070." «Ма 


г 


21S3 #31615 N? 


68605” ЕМА 


? 


19159 W34ST$ N? 


829L* ENA 


? 


га а #314675 N? 


62009" ана 


? 


ин — »200* ва 6/09" кой 


1памаза inandW?T) чу птази 


£N 29,0” ха "107? с02 


гпаната Inandur) 3v птази 


ам *690* ва 1907“ ahd 


1n0431d Фпзпаинт) Y ntQ3N 


=N 4442* sd 1086" aod 


33183 W341S7$ NT ihQuaA?7d 1 азпамт; чу птозм 


AERO’ ана 


0042484 soy 


? 


аң 025%“ па 0$0L* 404 


17962" anim 000c2* 


ЕЕ ЕНЕН SEZ 
ЗНухаздам 30 тпчпыз$15 1074046 


LI LEE! 


046 


102502 
заза 


6 m$ 


1114803 
вхаза 
9 as 


101502 
Зин 


Las 


111503 
zzzzz 


9 a5 


1041502 


$ as 


111502 


azeza 
? ss 


101505 


$ 15 


1115025 
z2z23 


2 шб 


101502 
aaaza 


ЗЕ. 


zavQüNva1 


77 
PENTRU 
INTRODUCEREA 
TABELEI А? 


PRØCEDURA PENTRU 
INTRØDUCEREA 
TABELEI TEST 

KØLMØEOROV 


A= SUM (N3, ЕИО 


B=SUM (N3, FW, MN, М2) 


LAMIMT-B/A 


FMNWCL-FWINCL)S ЕМ? 


NIU = NCL- WP-1 
НАМІ 


FIW[t)-EXPCLAMDATPA 


SCRIE NT, 
MY(I), ЕМІ), 
FIN), 1-1, И: 


SCRIE A, 
LAMDAT, НС, 
HI (lv, P) 


Fig. 9.4 
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P» (MN(I)*A)/2 
<> 
B- SUM (N3, FN. MN, №) 


Ü 
L 2-0 | 
(8) 
FNI])- ЕМ ГА! 
FRC()* FW(I)/A 


16 — Aplicatii ingineresti ale calculatoarelor — vol. II. 


SCRIE 
ММ, ЕМ{/), 
ЕЕЕ, FRI) 
[= 1, МІ 


4 AMDAC=D SORT (А) 
LAMIAT - TK (2.2) 


SCRIE D, | yy 
(1) ХАМАС, LANDAL ELAMDA 
LAMDAT, MIU 
Q 


Kf -LAMDA/MIU 
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Bí -(Bl «А // 


<> 


МАВ = PMUL ж/м * (1-ROININ]) 
ПЕРМИ (NIN +(1- RB/MN) НИ] | 


| 
бы 


RØ 
DO 
ШАП ЫС 
[TF-RÉI(MIU-LAMDA), 
TS= L./(MIU- LAMDA 


CRIE WIN, РО, 
РИ, М, PN, 
NSB, NEB, TF, TS 
RIB, CS (NIN) 


0 
е. 
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At- A* (NIN* 1) И (WIN PA 


A2- [MW + Z2 РАСИ) (HIN - fl) *2) | 
HSB = (M$B*4f*42)*PU 


<> 
ЕЛІН 


Py = 1 


РМ RA z ж ММММ x% (N-NIN)*FACT(NIN) 


РАР PÉJ 


SCRIE NIN PD, 
РЛ, М, PN, NSB, 
ЛЕВ, ТЕ, 75, 
RPB. СМ) 
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sint urmate de сеп а- EOF. im сагай cină Па o mime зе (pe daii 
та! multor sisteme de aşteptare, пра cartele сп бате cmi. 


> 


doilea sistem samd, 121 depi сег de дъ ве ШЕШШ si bs 
Rezultatele obținute pesia свети? considerat sint indarize in 


Deosebirile mid ce apar izire гетите chimie mammal şi сэй 
obținute cu ajutorul calcomistorziz: electronic зе deiwer реніші ine 


mari cu care lucrează cziculatorul faţă de predre сш сые sa imeat 
manual. 


Rolul pe care il are stocul în activitatea де producția exte де a m- 
tura influența neuniformititilor provocate de песоекогаветь de ritm între 
producţie, consum si aprovizionare. Пе astmema іп anumite ыша, sto- 
сше de materii şi materiale servesc pentra acoperirea unor Броши dato- 
rite prevederilor greşite sau unor măsuri mecorespumritoare hate de fac- 
torii decizional din întreprinderi. 

Din această cauză, cu toate că stocarea impio atul се dat 
reflectate în prețul de cost, ea are o mare importanti economică «Но 
nind fluctuațiile се pot apare în procesele de productie, 

Ре baza acestor considerații, unitàtile economie trebuie жы dei 
neascà o politică Proprie de she, tinind cont de condițiile speGike: dim 
interior, in ceea ce priveste procesul tehnologi я posibilitàgie de depozi- 
tare, şi de la furnizorii care asigură Teaprovizionarea, precum si de prve- 
derile legale cu privire la stocuri. 

Din necesitatea de a realiza un program cit mai eficient al дослі, 
s-a dezvoltat in ultima vreme noud teorie matematică: Aene sionerien, 
destinatà oprimizării stocurilor. Aplicarea ei se hazează pe ejectuamea umor 
măsurători si evidențe statistice pentru fiecare produs, ре diierite perioade 
considerate mai importante, care să permită stabilirea unor modele pro- 
babilistice cit mai cuprinzătoare. 


Elementele de bază ale teoriei stecurilor 


In majoritatea cazurilor ce rezolvă probleme de stoc se urmăreşte 
evoluția une cantități totale 0, de un anumit fel, într-un interval de 
timp T. Considerind cà această cantitate totală de stoc este о sumă de 
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Fig. 9.5 


cantități discrete: да, 4», ..., 9, ce sînt consumate în intervalele de timp : 
4, із, ..., 1, (fig. 9.5), putem defini consumul mediu, C,, ca fiind raportul 


dintre cantitatea inițială a stocului, Q; şi perioada totală de consum, 
Т, adică: 


= Š: 8 
C, p (9—37) 


Acest raport reprezintă, în valoare absolută, înclinarea” dreptei de con- 
sum. | 
Admifind cá din stoc consumul este constant si cá rata de reaprovi- 
zionare este instantanee, se poate defini pe o anumitá perioadá de timp, 
Tj, frecvența optimă de reaprovizionare. 
Cheltuielile ce intervin în cazul organizării stocurilor de producție pe 
o perioadă de timp, se pot descompune în: IN. 
— cheltuieli de întreținere a stocului, inclusiv valoarea imobilizatá 
în acesta (Кқ); f _ 
— cheltuieli de reaprovizionare (Къ), reprezentînd valoarea necesară 
reaprovizionării, independente de cantitatea comandată. . . К 
Admifind că în intervalul de timp ales, Ту», se face numai о singură 
reaprovizionare a cantității Q = c- T4, cu o cheltuiealá de reapro- 
vizionare Кь, se poate obtine o valoare a cheltuielilor de intrefinere : 
Q 
Е 2 izi te for- 
Să presupunem cá intervalul de timp de reaprovizionare T, este 
mat din и perioade de timp: 


Та =. (9—38) 


şi cá nivelul stocului este 4, (fig. 9.6.). 


: Ti, care poate fi destul de ridicată. 
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Fig. 96 


Considerind stocul mediu (pe fiecare din aceste perioade) : 4/2, atunci 
cheltuielile de întreținere pe un interval de timp 2,, devin: 


[LN (9—39) 


Cum am considerat cá avem и perioade £, pe intervalul total de 
timp Т,, cheltuielile de întreținere pe această perioadă sint: 


в. К; · = T (9—40) 


iar cheltuielile de reaprovizionare : n · Ку. 
Avind aceste două cheltuieli defalcate, se poate obţine valoarea totală 
a cheltuielilor : 


Е =n. К; · Е ‘ty, +n- Ka, (9—41) 


unde: 


Înlocuind z în expresia (9—41) a lui E, se obține: 


E(g,) = T, 90. K, + EL SC m (9—42) 
2 Qm 
Pentru а determina valoarea optimá ce trebuie avutá in stoc pe o 
anumitá perioadá de timp, derivám functia E (4,), din (9—42), în raport 
cu 4, Я obținem: 


E'(g,) = 1%. К, — apt. Kp. | (9—43) 
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Egalind си zero valoarea obţinută prin derivare obfinem: 


qd —2.C.-— 


в = 2 С: ЖЕЛГЕ 2.9%. ВЕ, | (9—44) 
Ка Ti} Ks | 


unde 4» reprezintá cantitatea optimá ce trebuie sá fie reaprovizionatá in 


intervalul de timp fu 
Introducînd această valoare în formula cheltuielilor totale, obținem 


valoarea minimă a acestora: 
Е* = Т,,2.с.К,. Kg = 42-Q;- Тл. Ки. Ку. (9—45) 


Analizînd formula (9—42), ce reprezintă cheltuielile totale, se poate 
vedea. cá este compusă din două funcții: una liniară reprezentind cheltuie- 


lile de întreţinere pe o perioadă (та . 2 : Кар una hiperbolicá |= s ка 
Чт 


sau: 


ce reprezintă cheltuielile de reaprovizionare. Reprezentind grafic aceste 
două funcţii, observăm că rezultanta este o asimptotă la dreaptă pentru 
valorile mari ale stocului şi o asimptotă la cuba pentru valorile mici ale 
stocului (fig. 9.7). 

Această reprezentare a funcției cheltuieli este cunoscută sub numele 
de modelul lui Wilson. 

Remarcám că perioada totală Т, este suma perioadelor і, — timpii 
necesari reaprovizionárilor cu cantitățile optime q}. Din expresia : 

п = 1% Екс 
tik Im 


Fig. 9.7 
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se determiná numárul optim de reaprovizionári : 


002 سے سے :کو 


V 2... АЯ (9—46) 
Ks 


| Analizind acest număr optim de reaprovizionári, и“, vedem că pentru 
a fi mai mare decît unitatea este necesar ca: 
2 2 
K T^c Ti + с 
Ks 2 2 


adicá cheltuielile de reaprovizionare să fie mai mici decît cheltuielile de 
întreținere multiplicate са Т2 с/2. 


Modele probabilistice ale teoriei stocurilor 


Modelul descris mai sus, fiind condiționat de unele ipoteze făcute, 
nu se apropie de practică, La determinarea cantității optime de reaprovi- 
zionat, precum şi a numărului optim de reaprovizionări, am admis chel- 
tuielile de întreţinere, Кс, ca fiind proporționale cu timpul şi cu cantitatea 
în stoc. Am presupus, de asemenea, cheltuielile de reaprovizionare ca fiind 
independente față de cantitatea de reaprovizionat; mai mult, am consi- 
derat consumul ca fiind constant şi rata de reaprovizionare instantanee ; 
în concluzie nu am prevăzut ,,rupturile" de stoc, ce pot apare ре о anu- 
mită perioadă. 

În cele ce urmează, depășim cadrul îngust al modelului descris mai 
sus, introducînd noi mărimi aleatorii ce pot interveni în problemele de 
stoc şi anume cererea şi termenul de veaprovizionare (livrare). 

Cererea şi termenul de reaprovizionare pot urmări în evoluția lor o 
lege exponențială de tip Poisson sau o lege normală. Deoarece legile la 
care ajungem au o expresie analitică, problema poate fi pusă într-o ecuație, 
dar fiind incomodă de rezolvat se utilizează metoda simulării. 


Modelul ,,perioadá eu perioadă”. Acest model reconstituie, sau în- 
cearcă să reconstituie, la fiecare reaprovizionare un anumit stoc, care 
poate fi egal cu capacitatea maximă de stocare. 


Modelul eu ,,perioadá fixă”. În acest caz regula de reaprovizionare 
este simplă deoarece datele de reaprovizionare sînt stabilite dinainte, ră- 
minind să definim cantitatea de reaprovizionare. | 

Dacă reaprovizionarea este instantanee pot apare trei саип: 


1? în timpul perioadei T, consumul a fost egal cu stocul maxim, iar 
cantitatea comandată pentru reaprovizionare este Ом (fig. 9.8); 

2? în timpul perioadei T, consumul a fost mai mic decît stocul maxim 
Ом, cantitatea comandată pentru reaprovizionare fiind : 


Qc = Qu — Оһ, 


unde Ор este cantitatea de stoc rămasă (fig. 9.9); 
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Fig. 9.8 Fig. 9.9 


3? in timpul perioadei T, cererea a fost superioară lui Qy, astfel 
că stocul scade la valoarea zero înainte de a face o reaprovizionare. 
Cantitatea de reaprovizionat este Qj, (fig. 9.10). 

Avind in vedere cazurile prezentate mai sus, vom nota: cu Qs canti- 
tatea de stoc necesará pentru reaprovizionat, cu R rata de reaprovizionare 
pe o perioadă de timp si cu Р,(К) probabilitatea unei cereri de reaprovizio- 
nare pe o perioadă de timp T, cererea fiind presupusă discretă. 

Considerăm două perioade de timp T, oarecare; prima perioadă este 
caracterizată printr-un consum mai mic, iar a doua perioadă printr-un 
consum mai mare, ceea ce duce la o ruptură de stoc (fig. 9.11). 


t‏ | 7 ما 


Fig. 9.10 


O: Scanned with OKEN Scanner 


În cazul primei perioade, stocul mediu este: Q; — = ‚ lar cheltuielile 


de întreţinere Ку; deci valoarea de întreținere pe perioada Т, in acest 
caz va fi: i 


[9 — 3]: &s- T. 


În cea de а doua perioadă, perioada de timp T este împărțită in 
perioade de timp А, pînă apare ruptura de stoc si /, timpul pe perioada 
rupturii de stoc. 

Pe timpul й = Т — №, stocul mediu consumat este 05/2; pentru а 
exprima acest timp in funcție de T, Qs, R vom folosi cele două triunghiuri 
Aabc si Aadc care sînt asemenea : | | MM S 


аи 
T 


din asemánarea triunghiurilor), 
2 


er 
А-Т-4-Т-Е-48.7, 


L = p. S, 
R 
Valoarea de intretinere a stocului pe aceastá perioadá /, este deci: 
Qs Qs. T. Е 8. PE. 
gg 2R 


Pentru perioada de timp %, іп cazul apariţiei rupturii de stoc, asa- 
numita valoare de penurie este dată de relația: 


Р = 
ES. ty- Ko: 


înlocuind valoarea lui /,, relația de mai sus devine: 
R — R — R — Qs)? 
Е-(0 R — 05. Dag o. Ts. 
2 R 2R 


unde K, reprezintă costul de ruptură de stoc. 


În cazul a и perioade T, adáugind si costul de lansare n - K, obținem 
valoarea totalá datá de functia: 


95 oo 
R I 
1 = — — . . . — è М % P R 
F = n X> (Qs -| ӨТЕ; Р Е) 2,27, K,.T- Pr(R) + 


+n > (R — Qs} T Р K, А P4(R) +n . K: . 
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Notind cu 0 durata totală de gestiune, 0 = л - T, funcție Е devine: 


Qs R со 2 
| 21» , < 0 
FOT) = ® [& JÙ (05 5) PAR) + Ks у) РДЕ) + 
= 5 
ө (R- Qs. Kr 
+K 2 Ta РА tT (9—47) 
R= Qg +1 
În final, alegind un interval де timp T, 2T, 3T, ..., "Ты Я 


derivînd în raport си Qs, obținem valoarea optimă a funcţiei F* (05, To), 
F*(Qš, 2 To), ... care pentru о valoare minimă a stocului constituie 
valoarea minimă a costurilor totale. 

Calculind un Qš Я К Ту, acestea vor corespunde unui minimum mini- 
morum, având fixat stocul şi perioada de gestiune optim. 


Modelul eu ,,perioadá fixă”. Să ne imaginăm un sistem în care stocul 
inițial are o anumită valoare, Ом. Urmărind la intervale de timp, prin calcul, 
panta dreptei de consum, se poate determina termenul la care cantitatea 
rămasă în stoc va fi consumată complet. 

Analizînd graficul din figura 9.12 constatăm că la timpul i, avem un 
consum care calculat dă o dreaptă cu panta 7. Dacă, în continuare, consu- 
mul urmărește această pantă atunci stocul va fi epuizat la timpul ż +4 

Mărind consumul si calculîndu-l la un timp a, obținem o altă pantă 
de consum 2. Urmărind în continuare consumul pe această pantă, stocul 
va fi epuizat la o dată № + de, mai mică decât /, + dı. 

Continuînd același raționament se obține, ре diferite intervale de 
timp, o curbă frântă 7 — 2 — 3 — ... ce reprezintá consumul pe o anumitá 
perioadá de timp. Fácind media acestor consumuri se obfine un consum 
mediu cu o pantá medie (fig. 9.13), intervalul de timp ¢ + d reprezentînd 
timpul mediu la care stocul va fi epuizat. Intervalul de timp d, reprezintă 
durata în care se face o reaprovizionare cu cantitatea Qy. 

Această cerere de reaprovizionare se face în momentul în care canti- 
tatea rămasă în stoc acoperă consumul corespunzător termenului de 
reaprovizionare d. 

În realitate, datorită unor condiţii externe pot apare diferite cazuri. 

În figura 9.14 se arată situația in care la timpul А, se lansează cererea 
de reaprovizionare, stocul rămas acoperind consumul constant pe durata 
de timp d. Mărindu-se consumul datorită unor cereri suplimentare se va 
produce o ruptură de stoc înainte de a se face reaprovizionarea. 

Dacă la timpul 4 (fig. 9.14) se lansează cererea de reaprovizionare, 
deoarece rata de consum este mai micá decit cea calculatá, atunci la sfirgitul 
perioadei d va mai exista о cantitate în stoc, astfel cá după reaprovi- 
zionare stocul va fi mai mare decît stocul initial: Qi, > Ом: 

Pentru evitarea acestor două cazuri extreme, mai ales ruptura de 
stoc, precum şi pentru determinarea punctului de comandă a reaprovi- 
zionării se introduce un nivel de stoc, denumit stocul de alertă: Q4 


(fig. 9.15). 
251 


СЕ Scanned with OKEN Scanner 


Fig. 9.14 


СЕ Scanned with OKEN Scanner 
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În modelul descris mai sus, la timpul 2-4 (fig. 9.15) se cerea reaprovi- 
zionarea stocului, stocul Qo (corespunzător punctului 7) putînd fi denumit 
și stoc de alertă limită, el fiind în acest caz egal cu consumul mediu pe 
perioada de timp d. 

Pentru a diminua riscul de a nu avea ruptură de stoc, se ridică pragul 
stocului de alertă (Q, > 0‹), ceea се va provoca o cerere de reaprovizionare 
la timpul 4 < ¿—d (punctul 2 în figura 9.15). 

În acest caz rămîne de determinat cu ce cantitate urmează a se face 
reaprovizionarea pentru a nu avea un excedent de stoc. Această cantitate 
poate fi apreciată, conform previziunilor de moment, pentru recompletarea 
stocului la timpul î, + d după relaţia: 


Q = Qu — (Q4 — Qo) = Qu — Q4 + Qo- 

Supraveghind constant dreapta de consum si fácind О, = 0, se poate 
determina timpul /, la care stocul va atinge stocul QA (fig. 9.16). 

Comanda de reaprovizionare, în acest caz, se va face la timpul /,—d, 
avînd o valoare de stoc 0, — Q4, се reprezintă necesarul de recompletare 
a stocului. 

Deoarece fixarea stocului de alertă: Q4, precum si cantitatea fixi: 
Ом — Q4 sînt greu de stabilit, se introduce stocul de securitate definit prin 
două nivele: 

Q, — stocul de comandă, care determină momentul comenzii prin 
intersecția cu dreapta de consum; | 

Qs — stocul la care se ajunge prin modificári, aduse їп funcfie de 
politica de livrare; de exemplu, livrări la anumiţi beneficiari (fig. 9.17). 

Această metodă aduce siguranță mai mare în ceea ce priveşte ruptura 
de stoc, precum și un mod comod de reaprovizionare. 
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Vom incheia acest capitol prin douá exemple concrete de aplicare а 
teoriei stocurilor, pe baza unor calcule analitice efectuate cu ajutorul sis- 
temelor de calcul automat. 


Exemple 


Ех. 9—1. Exemplul de mai jos reprezintă un calcul automat al stocu- 
lui de siguranță. Considerînd cazul unei magazii de piese de schimb, intere- 
sant este să se cunoască stocul optim de siguranță pentru ca probabilitatea 
să apară o ruptură de stoc să fie foarte mică, avînd în vedere faptul 
evident că stocînd o cantitate mare de piese prețul va fi destul de 
ridicat. | 

Observînd evoluția cererii pentru o singură piesă s-a stabilit, de exemplu, 
următoarea tabelă cu valori ale probabilităților de cerere a diferitelor cantități 
din aceeași piesă: | 


Cererea piesei А (buc) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 
Probabilitatea Р(П) 0,03 | 0,08 | 0,15 | 0,30 | 0,15 | 0,15 | 0,05 | 0,05 |0,04 


Avind in vedere cele зризе anterior, pot exista douá cazuri limitá: 
unul cînd stocul este superior cererii R (acesta nefiind interesant de studiat) 
și al doilea cînd cererea este superioară stocului, apărînd ruptura de stoc. 
4. formulele stabilite anterior (9--47), valoarea costului global se 
ridică Ја: 


95 00 02 
FQ) = Ks 5 [05 — 7]- РОВ) + К: doua Р + 
+ K, y (#— 93, PIR), | (9—48) 
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unde, spre exemplificare, considerám: preful de stocaj К; = 40 lei si 
prețul de ruptură de stoc K, = 200 lei. 
Notind: RO — CR 5 stocul optim de siguranfá se va determina 


astfel ca: E(Qs, — 1) 2 RO < E(Qs) să fie îndeplinită. “În continuare 
prezentăm modul cum se determină valoarea acestei п E(Qs,). 


Utilizind expresia (9—48) obținem: 


9544 


FOs + 1) ка 25 (0s + 1 - 0909 + кь}; 2. ST QR) 


Se poate. scrie: 


95+1 


Ks > (0s 1 — Z]#(m = Ks Хо. +1- 1 )2(8) + 


+ К 0; + 1 | ps +1 = (ма + 


95 
+ Ks} A(R) + K,9 7 + 1). 


adicá : 
Ks 2, ©з = $(R) = Es. 25 25 SIR) + Ks 2 Q. PE 
R=Qç+2 =05+1 2R 27 R=Q0ç+1 R 
= R 1 
Кє 2 bl P(R) edite (Qs + 1) = ) (05 ЖЕ 1) 
R=Qç+1 2R 
бі 
қ y; = = K (82—087 5g) — K, > + 
R=Qç+2 2R R=Qç+1 2R | R=Qç+1 


- R 1 v 'R 
WE, P QE Er TRO 


R=Qs+1 


Observám cá: 
0 
x F(Qs + 1) = Е(05) +Ks 25 (В) + К. + 
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- K. 2s ош ES + К, КР ма — К; Est uel 


e 
+ 
| 


со 


00 R со 
-к, D p(R) + K, D "E y^ AR, 


R=Qç.L1 R=Qş+1 
Grupînd termenii rezultă : 
F(Qs + 1) = F(Q3 + (Ks + Ko) [AR < 05) + (0 +t) 55 к, 
2] к=05+1 К 
unde notăm expresia dintre parantezele drepte cu E(Q;), adică: 
E(Q) = МЕ < 05) + (Qs +1) 2) £O 
R=0ç+1 R 
Dacă cererea este o variabilă aleatorie continuă se poate scrie: 


05 о, 
Е(05) = Ks \ 05 — 2] V(R) AR + К. |2 V(R) ав + 
0 Qs 


+ K; ) (t — 05% VIR) ак. 
2R 
95 
Determinám expresia derivatei acestei funcții în raport cu Qs; vom 
obține : 
Qs co со | 
DUK, \ V(R) ав + K | V(R) ав + күз V(R) ав 
— R R 
0 Qs Qs 
care, pentru а avea valoarea optimă Оз, trebuie 7. = — 0. Rezultă: 
$ 
05, со 
(Ke Кд Е 9$ VIR) ав + | V(R) ав) = K, | V(R) ав, 
95% » M 
00 95% 
(K, + Ks): ( 9» (в) ак +Í V(R) ак |- É 


0 


sau: 


RO = F(Q) + 0% | E aR. 
95 
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Ín concluzie, calculind raportul 
КО si determinind funcțiile E(Qs, — 1) 
şi E(Qso) obținem valoarea optimă a 
stocului de siguranță 05, (fig. 9.18). 

Calculul automat al stocului op- 
tim de siguranţă, prin utilizarea unui 
calculator electronic, se poate realiza 
conform schemei de calcul mai gene- 
rală din figura 9.19, care — pentru a 
fi în concordanță cu denumirile de 
variabile din programul FORTRAN 
care o descrie, utilizează notatiile Cs 


0; 


2 


|Fig. 9.18 j^ rupturá (n loc de К; si — respectiv — 
K,, utilizate piná acum). 

Programul FORTRAN aferent este prezentat in ,out-print'"-ul din 
lista 9.3, iar un exemplu de rezultate obfinute cu acest program este redat 
în lista 9.4. Constatăm cá pentru valorile date în Ex. 9—7 s-a obținut 
RO = 0,8333; deoarece el este cuprins între valorile 0,7299 şi 0,8679 se 
deduce că QË ~ 2, adică stocul optim de siguranță pentru cazul din 
Ех. 9—1. 

Ех. 9—2. În încheiere, vom prezenta un exemplu de simulare a 
gestiunii stocurilor. Vom căuta ca pe baza unor observaţii statistice făcute 
la о magazie de materiale, să se simuleze o gestiune de stoc іп asa fel încît 
costul global să fie cît mai mic, iar probabilitatea de a pare o ruptură 
de stoc să fie cît mai mică. 

Într-o gestiune de stoc, cererea unui articol este urmată fie de livrarea 
sa, fie de apariția rupturii de stoc. Livrarea articolului atrage imediat 
după ea punerea la zi a stocului şi reaprovizionarea prin comandă. 

În acest sens, se poate face o organigramă care să sugereze succesiunea 
operaţiilor elementare în urmărirea unei gestiune de stoc (fig. 9.20). 

Studiindu-se caietul de gestiune al magaziei s-a observat că cererea 
este aleatoare şi că probabilitatea р a unei cereri zilnice de n articole este, 
de exemplu, cea din următoarea tabelă: 


Numărul de 9 10 
articole (и) | ° 1 2 3 4 5 6 7 8 

Probabilita- 4 3 2 
tea p(n) înv | 3 5 | 10 | 20 | 30 | 10 8 5 | 


Utilizind si datele cu privire la frecvenţa de observaţie (v. lista 9.9), 
simularea se poate face conform schemei de calcul din figura 9.21, pentru 
care am întocmit programul FORTRAN prezentat în lista 9.5 (ce A 
prin linii — comentarii, si toate indicaţiile cu privire la utilizarea i 
Rezultatele aplicárii acestui program, pentru cazul considerat prin datele 
din tabela de mai jos, cu p(n), sînt redate în listele 9.6, ..., 9.11. 
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LISTA 9,3 
яичная лия кии 
* PROGRAM FORTRAN PENTRU CALCULUL + 
* STOCULUI OPTIM DE SIGURANTA * 
Kartik Heth E Fo hg EK HN o bh oh 
PROGRAMUL A с05Т RULAT PENTRU DATELE 
DIN EX,9-1,IN CONFORMITATF CU SCHEMA 
DE CALCUL DIN rI6,9,19, 


Сэ > > OOO ^c 


DATELE INTRODUSE IN PROGRAM SINT? 
-COSTUL DE sTOCAJ 

-COSTUL DE RUPTURA 

„NIVELUL STOCULUI 

„CEREREA ЕТТ 
"PROBABILITATEA | 
MACHETELE DE PERFORARE PENTRU ^СЕЗТЕ 
DATE SINT: 

-MACHETA 1: CS,CP INCEPIND DIN 

COLOANA ^ 213 


MACHETA 2: SCID,RCIDPR(CID INCEPIND 
DIN COLOANA 4 213,Ғ3.7 


PROGRAMUL DETERMINA STOCUL UPTIM PE ВАСА 
ORSERVATIILOR PRIVIND СЕРЕКЕЛ uNUr LOT nF 
PIESE SI А PROBABILITATII APARITIEI rrvERII 
PROGRAMUL РОАТЕ FI FOLOSIT PENTRU o“ trr 
бтос CERERE CU CONDITIA ГА SUMSCPRCT))21 


зо э 9:9»000000007000 


SEMNAFIUATIA UNOR NUME DE VARIABILE UTILIZATE 

IM ACEST PROGRAM ESTE URMATOAREA(<FMNUL= АУТМР 

SEMNIFICATIA DE '' REPREZINTA?!) 

CS=CUSTUL De STOCAJ PE РТЕЗА 

CP-COSTUL DE RUPTURA РЕ РТЕЗА 

S=sTOCUL 

R=CEREREA 

PREPROBABILITATEA CERERII 

B=SUMA RAPORTULUI PROBABILITATE / СЕКЕКЕ 

A=RAPORTUL PROBABILITATE / ЕКЕРС 

CEFUNCTIA STOCULUI OPTIM 

PRSSPROBABILTTATEA SITUATIILOR RSS 

Е гИМСТТА STOCULUI DE SIGURANTA 

Rp=RAPORTUL CUSTURILURK  — , 

SA=STOrUL DE SIGURANTA ОРЕТИ 

DIMENSIUN PR(100)5:AC100),B5C1000,€C(100), РАЅ (100), EC100? 

INTEGER $100),R(100) 

КЕАО(105,18)С65,СР 
48 РОЯМАТ( 213) 
N=9 
DO 1 Iz1,N 
READ 155,220 S CI) НСТ) РК (ТУ 
FORMAT(2IS,F3:2) 
Асл) =0 
ро 3 I22,N 
T АТ) БРЕСТ) ИН (ТУ 

Dan 

DO 4 1=1,М 
4 DzO-TACI) 

00 5 1=4,№ 

Bt(1)#D-A(1) 
S.D=n (1) 

pn 6 {=1,М 


СОСО ъс С Сэ Э э ә гъ гг > 


Jia 
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r (1224861) + С, <)яг (7) 
гре ( ТУЕРВ (13 
ро 7 12, 
7 PRS(I)SPR(EIDOSPRS CIS 1) 
00 8 Is2*,N 
я ECID)*PRS(ID*^(I) 
RNCP (С54СР) ) 
Ку 4 
423 ТЕСВО, Т, Е (Кул GU TU 100 
IF2RO,FQ.FekKyyGO Tn 171 
Кек+ 1 
IF(K,EQ,N)GO TO 102 
ба TO 1^3 
100 $0=$(К-1) 
60 TO 1^4 
134 SAzS(K) 
1^4 WoTTEC108, 10) 
10 FORMATC* ',12X,*D E T E R M IN A Н E 4 ST^CULUT Орт 
“рм S0'e///) 
WMRITE(108,20) CS, CP 
2^ FORMAT??? *,1^Y,'COSTUL DE STOCAJ z'*,13, X, 'LFI^ //* “aX, COSTUL D 
*Е RUPTURA =',T3,^X,'LEI”///) 
WRITE(108,11) 
11 FORMAT" 4,лх,?8(1и4)/4 *,6X,1n*, 5X, 19» ,5X, 1! *,6X» 1 Не „ах, 1чя, 11х, 1 
"Ни, 18Y 1 Ня , Ху, а Не, PX, пале 2 ду, us, $ + P + D(R) + P(R)/P œ 
*Sto(R)/R) w (5+0,5)5(Г (РУК) e г(о,5) в ECS) »”/” ду * 


* . * 


> 


* а * » 
* ../% 0,6%, 78(1He)) 
DO 12 154,8 
12 WRITECTUB,TA)SCIDS,RCIJ, pRCID,ACIJ,BUID,CCID,PRSCIO,ECI) 
14 FORMAT?” *,6y,1H* ,1X,15,1y 2 Не, 1X, 15,4 v He 4 5 v ,E4,2,1X, 1H* , 4X 4 Ев о 
AXo На, 2Xe Рб, 6. SA, 1H* e 5Y, ЕГ, 5,6Х, 1H* , 2X, F5. 2 2X» ÀH* "Хо F6,654 1Y,4H 
ke) 
WRITE(103,15)R0,50 
15 ҒарМАТ(! *,6y,78(1H*)0///7/* ',12Х, "5 Tn CUL n PT 1 М HE ROz',f6 
*624 X, ' ShS',F6, 4) 
60 TO 106 
1^2 WRITE(108,17) 
47 FORMAT('1',5X, 'SULUT1E IMPUSIBILA*) 
1^4 STAP 
ЕМ? 
Lista 9.3 


RU* 
STARTED 
^" ETE R MA NAH FA s T 0 r ULU I 


o ° T 1 60 
COSTUL DE STO^4J = оч LEI 
COSTUL DE RUPTURA =200 LEI 


коки кии тии тики нокии кк ки виза ла # 
* 


* * * * * * * * 
+ S «+ Я «s DCR) ж n(RJ/R < S(n(n)/R) w (Sa0,5)5(PCR)/R) w PCR,Sy ж E(S) œ 
* * я * * * * * * 


уичяккии кажвания аа ии пужк и иайкиа низ зи аи из инча ни ЫШ 


унии живия 
e ^1 * ка“45 * 


* 0” 6.4 AT н ONO = ТАТ; * „47449 * 

40444. ‚лз * 10800 * 243. v 210646 * att <. 15745 * 
+ 2, 2^2, 2456 "QfS^. “48884004 246094 & Qu а „7299 < 
* 7. 3 < "ала 171000 x "лапа * 43792 4 „RA < 8679 < 
* Бе 6.4 ,44. 1376» 0505 e ,22744 “47: в 9374 е 
? 5“ 5. ,45» 70300. “0205 “ „411762 * ‚ВА + „9726 + 
? 264 бо aSa SONORI a ,^121 < ,^7893 . 9: < 2.9989 e 
* 7. 7. AS < "0077. "angsa * „17750 . 404. 299754 
Be Ba 044 ‚0050 * -,0000 * =-=, 00000 * 1.00 * 1,0000 * 
яя нана ния нии нина ы САЛЫ 


STOCUL OPTIM: R O= 8333 50=2.0009 
#5 ТО Рж liren QA 
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Cererea 
unui articol 


Da 


Livrarea 
/ Avertizare 
articolului Ipsa arfico/ 


КР тутчруң іп stoe 


termenului de 
le3provizigmare 


Cerere de 
reaprovizianare 


Fig. 9.20 


Punere la zi 
2 ,570си/и 


Nivelul 
ajuns la 


stoc 
% 


În lista 9.9 (intitulată „Calculul mediei distribuției”) este dată frecvența 
observată (în comparație cu cea teoretică) precum și calculul mediei frec- 
уепфеі, care (cu scrierea din lista 9.6) este: MEDIA ЕРЕС VENTEI — 


E га (FRECVENŢA OBSERVATA)*CIFRE 


Metoda de simulare constă în a comanda în ultima zi lucrătoare а 
fiecărei săptămîni un număr fix de articole egal cu consumul mediu (, media 
frecvenței оп numărul de zile lucrătoare”). 

Etapele simulării gestiunii de stoc sînt următoarele : 

1° Generarea eșantioanelor artificiale ale cererii. Se bazează pe generarea 
numerelor echiprobabile printr-o metodă oarecare, în cazul de față metoda 
,Iid-square", care constă în a ша un număr , Ја hazard" de 2% cifre, a-l 
ridica la pătrat, iar apoi a extrage 2n cifre centrale care dau ре пу, după 
care se face din nou aceeaşi operație (v. lista 9.6). De exemplu: 


54 70 08 16 
па = 7396; n2 = 2 


n 


7008: 7? — 19112064 


Мі = 17 
Ho 


Sirul de numere rezultat: 73967008 ... poate fi considerat un sir de 
numere echiprobabile, 

Printr-un test у? aplicat, de exemplu, primelor 100 de cifre aflăm 
dacă putem admite şirul de numere echiprobabile în raport cu cît dorim 
să fie mai aproape de realitate simularea. Frecvența teoretică se calculează 
cu relația : 


AQ) м 


Р, = 0 , 
n! 
nr. de cifre " 
— n. frecvența observată 
unde М = 2, — ° 
0 nr. total de cazuri 
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<> 


МЕ) 


/#/=/5]/0 
ЕР= MED XE 


SCRIE 
IN (C), IF Vf; 
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SCRI 
/ (2), At (c) 
/ISTOC lë) 
/RUPUT (i) 


ILEI = 120 
5%-0 


iaf 


154-154 + IAL (Ü 


155 = 155+ IRUPT (i) 


09 
4551 +15562) 
IPEN = 1551 ж 100/16. 


/56 = 156 + ISTUC (i) 
Nu 
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LISTA 9,5 

Файн дай кината oe i E oh KW ok YF wr o EF ê Ê i 
* PROGRAM FORTRAN PENTRU SIMULAREA » 
w GESTrUNII STOCURILOR * 


eee атакка e e аж e e e кий 


PRUGRAM UTILIZAT IN CADRUL EX, 952 


~e 


PROGRAMUL DE SIMULARE А UNEI GESTIUNI 
DE STAC CONTINE 4 PARTI? 

„GENERAREA NUMERELOR ECHIPROBABILE 
„GENERAREA ESANTIOANELOR 

«CALCuLUL MEDIEI FRECVENTEI 
SIMULAREA PROPRIUZISA 


INTRODUCEREA DATELOR UTILIZATE IN 

PROGRAM SE FACE DUPA URMATOARELE 

MACHETE? 

eMACHETAT VARIABILA NUM 14 DIN COLOANA 1 

-MACHFTA2 VARIABILELE МКСтуотраОс(ту 272 
DIN COLOANA 1 

=МАСНЕТАЗ VARIABILELE ІРУ(1), IND 12,11 š 2 
DIN COLOANA 1 3 : 


CU AJUTORUL PROGRAMULUI SE POATE SIMULA 
РЕ О pERIOADA DE ТІМр DORITA (IN Сат! OE 
РАТА 24 ZILE LUCRATOARE ,0 LUSA) O GesSTIUNE 


DE STOCa | 
IN РИМСТТЕ DE RUPTURA DE STOC,DE ZILELE DE 
STUCAJ SI DE COSTUL TOTAL ІМ FINAL sINT ° 


ACCEPTATE ESANTOANELE CERERII,IN CAZUL DE 
FATA REAPROVIZIONAREA ESTE CONSTANTA 51 SE 
REALIZEAZA LA SFIRSTTUL FIECAREI SADTAMINI, 


SEMNIFICATIA UNOR NUME OE VARIABILE UTILIZATE 

IN ACEST PROGRAM ESTE URMAȚOAREA(SEHNUL= AVINO 

SFMNIFtCATIA DE ''REPREZINTA''): 

IFVSFRECVYENTA OBSERVATA 

I4IZTF«TUL HI PATRAT 

МЕОЖМЕПТА DISTRIBUTIEI 

IREPECONSUMUL MEDIU 

ILZZIUA 

IALZCEREREA 

Т6ТОСЕЗТОСИЕ КАМАЗ DUPA SATISFAUEREA CERERII 

IRUPT=VALOAREA RUPTURT DE 6706 

ILEI-*COoSTUL RUPTURTI ҺЕ STOC 

ТРЕНЕАИРТИЯА DE STOC 

Is8-Z10£ STOCAJ 

ICOST=vALOAREA TOTALA А GESTIUNII STOCULUI 
Кики кучи k ç ü кои k W k ç k kt. k k. EE f k É 
* GENERARFA мум ЕДЕ п = ЕЁ СН [Р К О В А В tt Е 


хх я? 
К икон кии никакими LRL 


” 


* 
a*d4ukk*T кайва в ас кажат "УТ 
* 
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оно 000009 


149 
444 
112 
113 
114 
115 
116 
117 
118 
119 
120 
121 
122 
123 
124 


OIMENSION IFEVVIOJé INCTU24 1061020 ЕОРСЛОЛ, Е ТОС Ze 4 КОРТ( 24 „ТЕ (247 
OIMENSTON N(100), 14C100), T8(100) , ТРО (100) ,M(100) , ТА (100) 
244341; 2 А 
НЕ ТЕ( 105: 0 
(4! $2)j* *,13,** SIMULAREA UNEI GES 
MIU. | Ha diii Ane 5,1x,1H*,15X,*0 € ето C',18x, 
*1н*/* е ,1X 47 (Тне)///) 
ВЕАВ 41051) ММ 
1 ЕОКМАТСТА) 
121 
4225 
nit 3,01) 
за FORMATE! АТАПТЫ ДАҒЫ IE ано MuR 
МА Қана ыды A „'/' 1X 180088 77) 
2 МимАК=НИМя*2 
WRITE(408, 5) NUM, NUMAR 
S FORMATE? *a3X IA, 2X IB e /) 
= КОМАр/ Кеки б 
N172*Ka«x6 
N2ZNUMAR=N1I 
N3=ZN2/vw*2 
NLZNS/ve*2 
мї) < НА 
1:1+1 
N5zN45«*K**2 
ЫЛ ЕЕ 
м1) = № 
1=1+1 
IF(1,EQ,J)GO TO 100 
МИМЕНЗ 
60 ТО 2 
100 O НАГТЕ(ТО8, бе? | 
62 FORMAT('1*,1x»25CIH*2/* ',1X,1H*,21X^41H92/' "1х, ?# GENERAREA NURER 
*ELOR вер! ° AX IHA IX 1H«/* r, X, га ECHIPROBABILE 87/4 6,4% 
%,4Н4424У,1Ң«/” е „1х,23(1Ня)/) 
D0 4 I=1,J 
4 MRITEC408, 5) М(Т) 
3 FORMATE? *,2Х,12,/) 


dde uen Yt k nas f ee k k k e k OR CB RR A ыл 


ж G E-N-.E-R ARE А Е Sa NT 10 А ч Ра ОВ 
ЯАЙК КУЛИ О КИТКА АВАТ бя ъа оваа ета ота вает тоа а 2 
Lz11 


` 00 11 141,0 

11 ВЕЛО 105.12) МСІЈ, IPROCCID 
12 FORMATt212) 

1=1 

Kz0 

M4zU 

WRITE(106,03) 
65 FORMAT('1',5X ^ ' GENERAREA ESANTIUANELOR'//) 
16 IF(IPROC(ID,EQ,K)GO То 200 

KzkK* 

Go TO 16 
200 I1A(LJ2w4 

їс=к=1 

IRCIISIACLI ТС 

M1z18(1)*1 

Ir(I,En;L)60 TO 201 

1=1+1 

К=0 

Go TU 16 
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СЕ Scanned with OKEN Scanner 


125 
126 
127 
128 
129 
130 
131 
132 

133 
134 
135 
136 
137 
138 
139 
140 
141 
142 
143 

144 
145 
146 
147 
148 
149 
150 
151 
152 
153 
154 
155 
156 
157 
158 
159 
160 
161 
162 
163 
164 
165 
166 
167 
168 
169 
170 
171 
172 
173 
174 
175 
176 
177 
178 
179 
180 
181 
182 
183 
184 
185 
186 
187 
188 


€) € 


201 WRITE(409417) 


17 FORMATE! t 6X631(1Hw)/!' OK * * “бү + 
wX e МСТ) e ТАКТ) w 1801) w PCX) + Ж f, 6X t w + 4 
«а ep? 1,6x,31(1408)) 
DO 29 181,4. 


20 WRITEC408, 18) МСТ), ТАС), 101), IPROCCI) 

48 FORMATE *26Y41H8,2X,12,2Y,1H9,3X, 12,2X4 1H Хе 12, 44, 4H* , 2X, 12,2X, 
“1н%) 
НЕТТЕ (108.19) 

49- FORMATC* ',6Хе 31 (ТН) 


оком ная ибн ния ы 


* CALCULUL МЕОТЕТ FRECVENTEI * 
счастия Яя ы 
t KIZ 
yet 
64 ا‎ аа-а ӘМЕТТІТІТІ, t,1X,1H98,16Xxo1Hs/4 441Х4!9 ESANTIOANELE »” 
ж/е елу, 1H*4 16X,1H8/! *,1X,'* CERERII #“/' ",1Х,1Н4,16Х,1Н%4/" 


* tK 44 (1Н*)/) 
30 1к1 
KMEM(J) | 
31 Ір(КМ,|Т.1А(1)) GO TO 500 
IF(KM ст. IB(1)) GO TO 301 
IALCJ)sNCY) 
ТЕС,) „Ев. КЈ) 60 TO 302 
JzJ*1 
Go TO 30 
301 Ір(1.Е0,1) GO TO 505 
Izl*1 
60 TO 31 
302 ро 32 т=1,КЈ 
32 на: ТЕ(108, 33) IALCI) 
33 FOoRMAT(' *',2X:12) 
60 TO 400 
303 WRITE(408,34) 
34 FoRMAT('1',2x^ ' M» IA? Ig') 
600 ІРА=10 
- 110 
00 49 121,6 
40 READCT105,4121FVCIJ, INCID 
41 FoRMAT(E 12,11) 
ро 46 1=1,Ь 
То ТО ЕТЕУ (1) = ÍFA 
42 ІрР(1) =10(1)ж*2 
1520 
DO 45 151,1. 
03 1715 + тГУ(Т) ® (МСТ) 
МЕО515 /400 
15150 
ро 44 151,1. 
44 1615154 + ТОР (т) 
IHIz1s4/10 


IREP*Mrn*6 

WRITE(C108,65) : 
65 РОВМАтЕ! 1", 5v," CALCULUL MEDIEI OISTRIBUTIEI'//) 

МРІТЕ (108,25) —9 к A š š 
45 FORMAT(* ",6Х.435(ТНи? / Ы t P 

““ 4474,6 | FRECVENTA м FRECVENȚA * : я E *'/! : 

«бу,”% CIFRE ж ж w p éD x'/* '©,6Х, + А 

* OBSERvATA * TEORETICA * * *'/' t, 6y, '* Е 

* * * +1/' „óx 43 (4н»)) 

e (I) IDPCI) 

46 ме :1Е(408, 47) 1 Н(Т),ТЕУ(Т?, ТОСТ 0 г 
17 FORMATE? !,6X,199,3X, 11, Зх, 1H& , 4X I2, 5X, Т Ние“ 19, t, 1H*, 1Х, 
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СЕ Scanned with OKEN Scanner 


159 
190 
191 
192 
193 
194 
195 
196 
197 
198 
199 
200 
201 
202 
205 
204 
205 
206 
207 
208 
209 
210 
211 
212 
213 
214 
215 
216 
217 
218 
219 
220 
221 
222 
223 
224 
225 
226 
227 
228 
229 
230 
231 
232 
253 
234 
235 
256 
237 
238 
239 
240 
241 
242 
243 
244 
245 
246 
247 
248 
249 
250 
251 
252 
253 
2% 


өз с» 


«с, ТХ, Ние 1х, Та, 1Х, 1 Ни) 
ИВ ТЕ( 418, 48) 
48 FORMATE? *.6xy2603(1H92///) 
WRITEC408,49) IHT, MED, ТАЕР 
49 FaRMAT(* %,20Х.727/4 *,19X, ха, 12/*. 4,19Х, MEDIA FRECVENTEIS', t2/ 
же t. 19v, CONSUMUL MEDtUS', 12) 
WRITE(408,66) 
66 Ole T ыы PRUOPRIUZISA А UNEI'/* ',9X,'GESTIUNI DE 5 
*ToC'// 
ФМНОММНИПИКИНГ ГТ” 
* Ом UL AREA РВОРЯГИ?’ТСА 0 
ААА АЛАВАР в ай о 
ТВЕТКЕП 
КЕЗ 
Із1 
50 ISTOC(I)#IR=IAL(I) 
Іс(І5тес(1),6Е,0200 TO 590 
IRUPT(T)7ISTOCCID 
51 IrF(J „Ео.6)60 ТО 501 
J=J*1 
I=I+1 
GA TO 50 
$00 IRSISTacetl) N 
1ВИРТ (т) 50 
бо ТО 51 
501 1570С(%92715700(1)4ІКЕР 
IRZISTnc(1) 
IF(I,Eo.KJ2)GO TO 502 
1=1+1 
451 
Gn TU 50 
502 00 54 те 1, 24“ 
52 11(1)=• с 
WRITE(408,53) (ВЕР 
53 FRnRMATr* ",6Хо35(ТНя)/” бА. е . . . ` 
*/* ',бү "а ZIUA œ CERFREA +s STOL * RUpTURA *#°/' “ОА Те * 
* * * e€'/* °, 6X, 55 (4Н*%)/’ “,6Х, "е . » 
“",2Х.12,2Х.1н%,“ ..) 
Do 52 t=1,KJ 
55 wRITEC408,562ILCIJ4, IALCIJ, ISTOCCIO, ТВИРТСТ) 
56 FORMATE? ',6Y4,1H«,2X, 12, 2X, 1u e, SX, t2, LY, du» «2X, (2. X 1H*, 5Х. (2, 6 Ха 
*1n*) 
WRITE(108,57) 
57 FORMAT(* “.6Х.35С(1Н%7) 
11 Е! 2120 
16629 
DO 79 1:1,К) 
7U IS^71S4*IAL (CI) 
16520 
00 71 t=1,KJ 
71 Is5#ISsS+IRUPTCI) 
1$515т<5*(=1) 
ТрЕНЕ е51*100/ 154 
1669 
00 72 1:1, Ку 
72 1560515 4+ | 5ТОСАТ) 
16750) 
00, 75 1:1,К),0 
73 157г215741570((1) 
1585157+156+ 1 КЕР 
1.05 Тхтсв + 155 191 ЕТ 


WRITE(108,74) ТРЕМ, ISB,ICUST a 
та FORMATI! 1//* теб, RUPTURA DE УТОСи", 150/7 BX tile STOCA 
*!,13/* 8X "COSTUL TOTAL РТВ" И’ ',АХ,* 26 ОЕ 11:57. 
$00 STOP 
END 


Lista 9.5 


СЕ Scanned with OKEN Scanner 


АА ААА ААА) 


* ОСТМИЕАВЕА UNEI 


* 
* 


DE STOC 


GF STIUN I « 
* 
w 


кк Нк 


222353222225 55475, 


* 
+ N(I) 
* 


* 


w 


. NCY) жаяд я 


* 


* 


hO HR O OW OK OY oh KON oe «ай ай 


8325 
2723 
4147 
1976 
9045 
$120 
9344 
3105 
6286 
5157 
3887 
1087 
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69272329 
7414729 
17197609 
3904576 
81812025 
65934400 
87310336 
9628609 
39513796 
26388769 
15108769 
1181569 


Lista 9.6. 


Яя ня Ра РИ 


* 


* 
т 


+ 


ECHIPROBABILE 


* 
* GENERAREA NUMERELOR ç 


* 
* 


лл 


27 
23 
41 
47 
19 
76 


- 90 
45 


81 
20 
93 
44 
$1 
3 
62 
86 
51 
3? 
35 
87 
10 
87 
18 
15 


ж“ 


Lista 9.7 


СЕ Scanned with OKEN Scanner 


ıauue2s NIYO Чим рэцие25 Ж) 


66 9391 876 “3511 
? “ 
vesniaaw 10815509 ç ОТ н 
7 сізімзл23н4 vIQ3W 4 . ¢ 4 46 «© G » 6 а 
i [4 & 7 . 76 . |6 ^ 8 a 
4 45 е 06 „ 98 о 2 e 
? ^ 8 « $9 s 84 49 + 
£ + 0b «+ 44 5» 989 5 + 
? 4 05 ^ 49 + #4 + 7 » 
ыыы 4 0с < 46 * gb + с в 
«Ат = ¿— < VL * Е . á к» 7 . 0 ^ ¿L > 9 42 . 
ко » Z + “| = 2, + B E L . с КА 4 € + Ü s 
xz, لچ‎ > -L + be * l * s . E e 2 + 0 о s 
.% 22 c VL ж eL ж 9 p ? ГУУ ТТТ ТТУ ТТТ ТТТ ТТТ 
мъжът + VER ж 6 ж 3 № 8 + » » . . 
a ç a 2” a vL ж g * 7 * ç 
* $ 0 E 
i : - : ж в p: : Е ж H $994292954939392995929 49 35: 223-3239 32933535 
+ ЭЕ 29 + VL я 9, * 0 + $ 
x лихих 
ze Ga) ETE Е ¥ + : : ТТЕ ТЕТ 
= * + «4211334031 + ViVAWH3S80 + * % 
+ пжа + + a 39412“ £ 
и? + 4 vlNaA23aMd + ViN3A23N3 + ы е 
+ + + Ж * * 
522522222222 22 ТТТ $ KT N 3 Y 9 NE NK 9 OR NON f N 


IITTIITIITTPTTTII. 
4 + 

в ФТЕК M 

191178191510 131034 10102172 4 Аз 4 


или Rupea 


ıauue2s NIYO Чим рэцие25 Ж) 


6 2391 


$0642 #3114 39 92 
314 1%101 104502 
SRE Гу9045 3712 
L =201$ 30 vunlans 


ии жиы ии хуи нууу хх 


* у “ 42 * с * YC ж 
* u x S + £ * CQ ^ 
“ ч a y » & “ 00 + 
¥ 9 & бү ^ 2 3 LZ a 
* у a ab ж 4 + 02 » 
E U * 72 ж 7 * 6; » 
“ U + 50 ^ £ + В c 
+ 9 » 4 + 7 * Lb « 
* U x b ^ d * Jp м 
+ 0 » БЫ * 7 * Sy ^ 
ж V в сд + b * oL ж 
+ 0 + с ^ Е * су ж 
+ у = 72 æ ? ж QV + 
+ с- . Се 4 8 * LL + 
bă 9 . 9 4 3 * OL « 
+ U + О ж y “ 6 + 
* i" . Эз >» ? + 8 + 
ы у a ор >» 4 ¥ d * 
+ U + 92 c S * 9 » 
+ ө æ 4 + i + 6 ж 
* 9 P „| * 7 “ 7 + 
* Т * 7р ж 7 + © * 
. U . di a £ + C ^ 
+ 0 Ф ре + ç * L * 
+ m 74 + « з 
Аа тт í # E 4 Ü E SE тт H 
E » + * * 
* Vunidnu » 2016 * v3u38532 * Vnlz * 
+ » ^ + % 
* 


255257522252 23 ЖҮЛ Y f + 


4015 39 INn11S39 
IANN У 512019404 а V3uvanIS 


0/6 “3511 


699 1141.42 30 92 
did 19104 101502 
699: гұ2015 3112 
М й 1220145 30 vunidns3 


жалкы ма 223123252555 2222 224 + 


ж 0 » 26 ^ 9 + 76 ? 
x 9 x ¿L ж S + $20 ж 
« 9 ж cQ + 7 * сЕ x 
РА 9 a 92 * £ * Ve “ 
» U ж 60 a 9 * 92 = 
5 Ch" 4 S€ w Е - б * 
* Ü + Uf x 2 x В; = 
x Q * 9р * 9 *. | ж 
- 0 x oZ * € * 9р ж 
E Ü » сг ж 7 * SL ж 
* 9 «90 ж ç *. ох 
= 9 » 62 + € “сір ж 
* о » [43 * L * él * 
ж 9 ж б ы € жұр + 
ж 0 х (L * ¿ » OL ж 
* 9 + о) ж < * 6 » 
ж 9 * 00 ж ç + 8 * 
* Ü x SZ » 7 * 4 ж 
E 0 ж бе + % » 9 * 
* U х Ó * ç » S ж 
ж Uc к Сү ж € ж 7 » 
ж J a Su, ж г e © « 
x 0 * p + 2 " C * 
4 0 » оф ж 6 ж L ж 
+ + 72 » * » 
Жи хи чу № 
* ж № * + 
ж ҰНПДАПН ж 9015 + v3533532 * YAZ > 
ж + + № + 
¥ 


мхи ух кии ЖЖ 


204$ 34 1111529 


TINN У 5121011 набна узнутПит5 
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Avînd şirul de numere echiprobabile si grupindu-le cite două, си 
ajutorul tabelului „Generarea esantioanelor" (v. lista 9.8), se generează 
eşantioanele cererii ; de exemplu : 70 se află între 68 şi 77, deci esantionul 
cererii este 5. 

Fragmentul de tabelă de mai jos, adică: 


А 


NU) таш) ІВ(І) | Р(%) 


este construit pe baza probabilității cererii. 

În exemplul de față, dacă P(%) = 10 iar limita superioară este 68, 
limita inferioară va fi peste zece, adică 77 s.a.m.d. În acest mod se gene- 
reazá şirul de numere reprezentind egantioanele cererii. 

2° Elementele inițiale ale simulării. Pentru a începe simularea, avem 
nevoie de anumite elemente initiale pe care le fixăm arbitrar, dar in asa 
fel încît să se producă cît mai puține oscilaţii tranzitorii ce pot duce la 
estimări de date false. 

Stocul iniţial de plecare este cel calculat anterior, şi anume consumul 
mediu. În funcție de cerere şi de nivelul stocului se calculează nivelul rămas 
si, dacă este cazul, ruptura de stoc. 

Cererea de ruptură de stoc este dată de raportul: 


За ruptura де stoc] > ` cerere) #100: (95). 
1 1 


Costul total азирга celor и zile alese pentru simulare зе calculeazá 
adunind la numărul zilelor de stocaj, cantitatea rupturii de stoc înmulțită 
cu costul K,. 

. Dacă costul global nu satisface dorinţele, se pot repeta calculele, cu 
ajutorul aceluiaşi program, pînă la obţinerea unei situații acceptabile. 


9.3. APLICAȚIILE TEORIEI ECHIPAMENTULUI 


Având în vedere că fiecare unitate productivă este dotată си о varie- 
tate largă de utilaje ce lucrează în diferite condiții de lucru, precum și cu 
moduri diferite de comportare la uzură, s-au efectuat intense studii pentru 
găsirea unor metode adecvate privind întreţinerea, repararea şi înlocuirea 
acestor utilaje, studii care au dus la constituirea unei noi teorii în cercetarea 
operațională : teoria echipamentelor. 

. Ansamblul măsurilor ce sînt luate pentru bune func 
din dotare, defineşte politica de utilizare, întreținere si in 
unei intreprinderi, in procesul de ргодисйе. 


fionare à utilajelor 
locuire a utilajelor 
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2 қ zo E 
18 — Aplicaţii inginereşti ale calculatoarelor — vol. Il. 


СЕ Scanned with OKEN Scanner 


La stabilirea ипе! astfel de politici зе au in vedere problemele privind 
economicitatea. 

De aceea, dintre toate soluţiile ce se găsesc privind o bună politică 
de întreținere sau înlocuire, trebuie aleasă, prin diferite metode, cea optimă, 
adică soluția care reprezintă în final uu „,compromis” între siguranța în 
funcționare si cheltuielile ce se cer a fi minime. . | 

п cadrul unei politici astfel aleasă, principalele acțiuni care о compun 
pot fi următoarele : 

— întreținerea curentă, 

— înlocuirea sistematică a pieselor ce se uzează mai repede, 

— repararea pieselor uzate, 

— verificări periodice, chiar dacă utilajul este în stare bună de 
funcționare, pentru prevenirea unor defecţiuni ce ar dăuna procesului de 
producție. 

Înainte de a face cîteva considerații matematice cu privire la aplicaţiile 
cercetării operaționale în acest domeniu, trebuie precizati cîțiva termeni 
cu care lucrează teoria echipamentelor : 

— viața unui echipament reprezintă intervalul cuprins între punerea 
în funcțiune a echipamentului şi scoaterea lui din funcțiune ca urmare a 
uzurii totale ; 


— uzura totală reprezintă momentul în care echipamentul este scos 
definitiv din funcţiune ; 

— vîrsta unui echipament reprezintă timpul scurs din momentul punerii 
în funcțiune pînă în momentul cînd se face observaţia ; 

— curba de supraviețuire care constă în reprezentarea grafică a probabi- 
lității de supraviețuire іп timp. 


Probabilităţi si curbe de supraviețuire 


Pentru început, să examinăm, plecînd de la o mulțime oarecare de 
piese de schimb de același tip, curba de supraviețuire, a cărei alură 
determină rata de reaprovizionare cu piese de schimb. 

Datorită funcționării în timp, mul- 

timea pieselor va scade pînă la zero іп 

aft At funcție de caracteristicile pieselor la 
uzură. 

Notînd cu # clasa de timp Я cu n(/) 
numărul pieselor rămase în funcțiune la 
fiecare dată 2 obţinem foarte ușor curba 
n funcție de timp (fig. 9.22). 

Fácind, în continuare, raportul : 


ти , unde #(0) reprezintă numárul total 
n(0) | | 
de piese intrate in funcțiune, obținem 


probabilitatea de supravietuire a gue 
piese pe toatá perioada determinatà : 
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СЕ Scanned with OKEN Scanner 


De X UON я x . 
на SR Que dacă la и(0) = 1000 bucăţi pinioane intrate in funcțiune, 
p atea ca un pinion зй dureze mai pufin de 6 luni este: 


n(6 850 
nio) 860. «+ 0,85, 
п(0) 1000 
unde #(6) = 850 reprezintă numărul de piese rămase în luna a 6-a in 


functiune, număr determinat statistic. 
Probabilitatea ca un pinion să înceteze de a mai fi în funcțiune într-o 


perioadă de timp de exemplu (/—1, /) este dată de relația: 
п( — 1) — 49 
eu CE = S(t—1) — 
p, =t 5—1 — St) 
Astfel, probabilitatea ca un pinion să inceteze de a mai funcfiona 
între luna 10 si 11 este: 
T #(10) — n(11) 


——— 


n (0) 


Ри 


Dacă considerăm intervalul de timp (4 + At) atunci : 
P, = S(t) — S(t + АЙ, 


P, _ S() = 50 — А) _ СІ) 
At AL ' 


care reprezintá prin diferenfe finite derivate funcţiei S(/) ; atunci: 
p, = — 54). At. 


Este interesant să cunoaștem probabilitatea de avarie, 240), altfel spus 
probabilitatea ca un utilaj aflat în stare de funcționare pînă la timpul 
1—1, să înceteze a mai funcționa din motive de „рапй”, în intervalul de 
timp (4 — 1, £). 


Pentru a calcula aceastá probabilitate de avarie, remarcám cá pro- 


babilitatea P, ca un utilaj sá inceteze а mai funcționa în intervalul de 
timp (£—1, £) reprezintă produsul dintre probabilitatea de supraviețuire 
pînă la timpul 4-1, adică 5(#—1), я probabilitatea de avarie, P, la 
timpul #: 

P, = 54-1): 2.). 
de unde rezultă: 


__ Р, m n(t — 1) — "() n(0) 
РА) = ит n(0) 4-1) 


CE а. 
AO ЫЕ 1 1 (2 50; 1) : 


esupune observaţii "51 măsurători 


Stabilirea acestor probabilitáfi pr 
ularea unor parametri cum ат fi: 


statistice concrete, ele servind la calc 
— vîrsta medie de apariție а unei avarii: 


f= dt р; 
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— abaterea medie pătrată: 


c?—558.5,—1i* sau c = рт, 
1 1 
Pentru £ se mai poate da si о altă exprimare şi anume: 
t۰ p, = 51-1 - 581 =#. AS. 


Privind figura 9.23, dacă facem 2. Ó, pe toată perioada de timp £, 
suprafața este mult mai mare decît suprafața descrisă de S(/) În cazul 
cînd funcția S(/ este continuă si AS tinde către zero obținem suprafața 
descrisă de curba de supraviețuire. Putem deci să scriem: 


ЖЕ dr. 


Avind in vedere considerentele fácute piná aici, vom studia in continuare 
cele două cazuri limită. 


Probabilitatea de ruptură constantă se referă la cazul în care piesele 
ies din funcțiune la intervale de timp constante datorită unei oboseli totale. 
Asupra acestor piese nu apare nici un interes de a face o întreținere pre- 
ventivă. Curba de supraviețuire în acest caz are o alură exponențială 


(fig. 9.24). 
În acest caz funcția de supravieţuire are forma: 


5) = e-* 


бі vîrsta medie este: 
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Dacá considerám valoarea de 0,5 a lui 


5() (v. fig. 9.24): š 
<() = е- = 0,5, 2 
şi notăm pentru acest caz ¿= a: 
1 05 
— = Өтем 
2 
1 
ln — = — а 
Ü —— 
2 h 
—]n 2 = — aa, Fig. 9.25 
atunci: I 
а = n? що А 
[să [РА 


De аісі se vede cá pentru acest gen de piese este caracteristic ca 
а < ít. 


Piesele de uzurá, care sint piesele ce constituie un lot omogen, au o 
comportare identicá la uzurá. 

Curba de supraviețuire în acest caz are o formă aproape dreptunghiulară, 
așa ca în figura 9.25. Cu cît curba de supraviețuire se apropie de o formă 
dreptunghiulară, cu atît probabilitatea de avarie care este nulă pînă la 
а = va avea un salt brusc către valoarea |. 

Cazul acestor piese de uzură nu este interesant pentru studiu deoarece 
toate elementele necesare întreținerii se determină ușor şi precis. 

Interesant este de ştiut, în cazul unui număr de echipamente în func- 
iune, care este necesarul de reaprovizionat, pe o perioadă de timp, în 
funcție de nevoile de înlocuire a pieselor uzate. 

Aceasta reprezintă tocmai rata de reaprovizionare ре о perioadă de 
timp, cu ajutorul căreia se poate trasa o curbă de reaprovizionare. 


Un exemplu 


Ne propunem, spre exemplificare, să” determinăm cantitatea optimă 
de piese de schimb necesară reaprovizionării pe о perioadă de timp sta- 
bilită în aga fel încît numărul echipamentelor aflate în funcţiune să Не 


mereu același. 
Am presupus cá avem in 


funcțiune la timpul zero 100 de pompe, iar 
pe parcurs pompele „cad în pană” conform 


tabelei: 


Timpul | 0 


Numărul de pompe | 100 
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întocmită pe baza unor observaţii statistice. Cu valorile din această tabelă 
calculăm, pentru fiecare interval de timp, probabilitatea de avarie 5,44) 
cu relafia : А 


т(4) 
n(t — 1) Í 


Pat) = 1 — 


Pentru rezolvarea problemei utilizăm un sistem de calcul automat. 
Mersul calculului este redat în schema logică din figura 9.26, pe baza 
căreia s-a întocmit şi programul FORTRAN de prelucrare automată (lista 
9.12). Rezultatele obţinute, pe care le vom comenta in continuare, sint 
redate in lista 9.13. 

Mai întîi se calculează, cu relația dată mai sus, probabilitatea de 
avarie $,(/), imprimată în primul tabel al listei cu rezultate sub numele 
РС(Т) din coloana a treia (у. lista 9.13). 

n continuare întocmim graful corespunzător valorilor lui ?.(!) ре 
fiecare interval de timp (fig. 9:27): 


f Cu ajutorul acestui graf se determinš o matrice M care, in cazul exemplu- 
lui considerat, este: 


110 910 0 0 0 
0 
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1/3 0 219: — 250 

М =| 2/3 0 Е > 
910 0 0 0 — 1/10 
1 0 0 0 0 


Я aceastá matrice se calculeazá tot prin program Ne lista 9.13, matricea 
de sub titlul ,, TRANSPUNEREA GRAFULUI ÎNTR-O MATRIC и: 
Se calculeazá, in continuare, un vector de stare: 


P, = P, - М. 


Pentru o mai bună aproximare se alege и mai mare decât dimensiunea 
metrică (în exemplul considerat и = 9) şi rezultă: 


P,—P,. M 
P; = P, - M 
p, =P, М 


(suma termenilor din vectorul de stare Р, +; trebuie să Не egală cu numărul 
total de echipamente la timpul zero, în cazul exemplului 100). Vectorul 
de stare, sub numele PN este, de asemenea, redat în lista cu rezultate 
(v. lista 9.13). , 

Cu primele valori din fiecare vector de stare se trasează grafic curba 
de reaprovizionare, care are forma din figura 9.28 (în acest grafic sînt 
transpuse, de fapt, valorile obținute prin calcule analitice — efectuate is 
programul din lista 9.12 şi redate numeric in lista 9.13 cu rezultate, su 
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ZPC(T-Ü 
IN (I]*0 


Q2 


ZP(il=1-(N()/N (1+1) 


SCRIE 
ПАТЕ), Nli) 
РС), IW (c) 


Fig. 9.26 
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2 
- в. ~ù 
\л £* UL I) — O O O <J O V^ PUNĂ 


1 
> 
N 


=А 
ООО -4 O. ^ г- 0м го — 


— کے کے‎ 
UA rg — 


€» сэ сэ > x €; Oc Oc000000000000000^40000000000000000000000000n0o0o0c 


20 FORMAT(? " „ЕХ 


LISTA 9,12 
Мы АМ канонам очи TETE 
* PROGRAM FORTRAN РЕМ 

TRU CALCULE 0 
e INLOCUIRE A ECHIPAMENTELOR UZATE è 
мам АА МЕТЕТТТТТІРУТТІТТІРТІТ 


PROURAMUL DETERMINA IN FINAL VECTORUL 
CURBEr DE REAPROVIZIONARE,PE BAZA Obs 
SERVATIEI PRIVIND CADEREA ECHIPAMENTELOR 
YN PANA, £ 

DATELE INTRODUSE IN PROGRAM | 

NUMARUL ECHIPAMENTELOR LUATE IN 
OBSERVATIE, 

PRORABILITATEA DE AVARIE IN TIMP. 


DATELE AU FOST INTRODUSE IN PRUGRAM 
CU DATA DEOARECE NUMARUL ECHIPAMENTELOR 
OBSERVATE ESTE REDUS. 


Š 

SEMNIFICATIA UNOR NUME DE VARIABILE UTILIZATE 

IN ACEST PROGRAM ESTE URMATOAREA(SEMNULa AVIND | 

SEMNIFICATIA DE ''REPREZINTA'')1 

NEZNUMARUL TOTAL DE ECHIPAMENTE 

ZMTSMATRICEA GRAFULUI I 

ZpCzPROBABILITATEA DE AVARIE 

ТрАТЕрАТА 

INENUMARUL DE ECHIPAMENTE CAZUTE IN РАМА 

ZyECTzyECTORUL DE STARE 

INTREVECTORUL DE TRASARE А GRAFICULUI 

REAL NECO) 

DIMENSTON 4М765,5) 2РСС6) ,ТВАТ(О) INCO? ` 
MEN N VECT(5),2V(é).ITR(9) 

DATA SEO PCS ЧҮ ОУ NET 100 O 20004074 (МЕСТИ 100, «что, 

WRITE(108,22) 


22 ҒойМАТ(”17,9Х, "DETERMINAREA CANTITATII ОРТТМЕ Q&'/* ',8X, 'PIESE OE 


* бен ма PTR, REAPROVIZIONAaYT'//) 
00 1 121,5 
00 1 Jx1:5 


1 ZMT(1,J)90, 


2рС(Т) =0, 

ДНИ 20) Ne/* 

WRITE(10%, *,6X, 1H*«12X IHAT Xe Т Не, 1ЗХ. 1H* 
egean te tă зен? 41/4 (176, 189, 6X, ге 


«АХ, "9 DATA e NR.ECHIP 


CE Scanned with OKEN Scanner 


70 * MENTE .4,7Х.4Н%,15Х,1Н%/4 бх, 43 (Тня?? 
71 00 2 1=2,6 

72 ZpU(1)=1 NECI? /NECI-1)) 

73 2 INCI)guECI-1D) NECI) 

74 DO 3 I=1,6 

75 3 МА1ТЕ(408, 4) ТОАТСТ) МЕСІ), ZPCCIJ, INCI) 

76 4 FORMAT(* *!,6Xx,1H«,3X,11,2Y,1H94,5X, 13, 4X IHA ¿X F6 селу Не, 5X,12, 6 
77 *X,1H*) 

78 WRITE(108,21) 

79 21 FORMATE? *,6xys63C1H92//) 

80 Ка2 

81 121 

82 431 

83 é ZMT(I,J)8ZPCCK) 

84 ТЕ(Т. Еп. 5)60 TO 100 

85 IzI*1 

86 KzK*1 

87 бо TO 6 

58 100 Kz5 

89 Ja? 

90 ` Iz? 

91 p 2мт(1=1,4) =7РССК) 

92 1Е(1.Еб.5)60 TO 101 

93 1=1*1 

94 JzJ*1 

95 Е 

96 50 

97 101 о, 23) ECCE 
98 23 FnRMAT(* 4,7Х» ' TRANSPUNEREA GRAFULUI^' pe *,11X4 INTRO MATRICE*'//) 
99 WRITEC408,82 CCZMTCI,J),021,22),121,5) ` 
100 В FORMAT(SCÓX,FÀ4,2,2X)0) 
404 : WRITE(108,30) 
102 30 FoRMAT(* */) 
103 с PRODUSUL A UNEI MATRICI CU UN VECTOR 
104 M=1 
405 WRITEC108,24) 


'DETERMINAREA VECTORILOR DE STARE PN'//) 


406 24 FORMAT(' '4,9X* 
107 45 Jz1 
108 L=1 
109 11 121 
110 Kai 
114 9 Zp(K)n2MTCI, JASZVECTCO 
112 Ir(I.E015260 TO 102 
413 zI*1 
114 KzK*1 
115 бо TO 9 
116 102 5=9 
117 po 19 к21,5 
118 10 S$Sz=S$S*ZP (K) 
419 Zv(L)=z< 
420 Ir(L,E0,?) 60 TO 103 
121 LzL*1 
122 je 4+1 
123 Go TO 
124 103 ИРА 12) GV CL) орат, 5) 
125 42 FORMATE? *,1Х,/* !.6Х,5(Ғ5,2.2Х7) 
126 1тЯ (М) 22V(0) 
127 Ir(M,E0;9)G0 TO 104 
128 MzM*1 
129 : ро 1^ Kz] 5 ` 
130 14 ZyECTCy ) 2Z2V(K! 
131 60” TO 45 
132 104 WRITE(10%,25) А 
133 25 FORMATE? ',6X»' CURBA pE'/' ! SX 2! REAPROVIZIONARE'//? 
134 ро 16 1:1,9 
135 16 WRITE(408,17) ITRCI) 
136 17 FoRMAT(* ',6Y« 12) 
137 « STOP | 
158 в ЕКО 


Lista 9.12 
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“5ТОр» 


ETERMINAREA CANTITATII OPTIME DE 
EUG ОЕ sCurMa РТА“ REAPROVIZIUNAT 


И АА ыы 


* * * * * 
e DATA e NR,ECHIPA- * PCLT) * N(T=12)=N(T) + 
* * MENTE h * + 
80%%0%е%%500,00009000909%09001920994%414604004 
* 0 à 100 * ‚00 * 0 * 
* 41» 90 * ‚10 * 10 * 
* де 60 . ‚33 + 30 * 
* з + 20 “ 467“ 40 * 
чая 2 * (965 * 18 * 
* а 0 « 1,00 * 2 4 
РРТРРГТГТТТГ ағы ыы 


TRANSPUNEREA GRAFULUI 
INTR=O MATRICE 


+ 10 490 22-00 «90 
„33 «00 . 6? „00 
467 «00 40^ .33 
90 400 «00 „00 
1.00 © 00 400 .00 


DETERMINAREA. VECTORILUR ОЕ STARE PN 


10,00 90,00 „00 ‚90 +00 
51,00 9.00 99.00 „VO 00 
46,10 27,90 9.00 20,00 +00 
55,917 41,49 15,60 2.90 2.00 
33,62 32,52 47,66 56.60 .20 
58,36 30.26 21,55 9,42 462 
4720 5%,52 20.17 7,18 492 
36,06 335,68 25,01 6, 72 .72 


36,88 32,56 24,32 f 67? (67 
CURRA DE 


REAPROvIZIQNARE 


10 
31 
46 
35 
33 
38 
37 
36 
36, ; 


lieta 9.13 
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Fig. 9.27 


Curba de reaprovizionare 


numele „CURBA DE REAPROVIZIONARE'). Constatám cá numărul 
de piese de reaprovizionat este in jurul lui 37. 

Pentru determinarea valorii limitá a acestei curbe verificám cá graful 
este tare conex, adică: 


P* —P*.M, 
unde P* reprezintă vectorii de stare optimali. Rezultă în continuare: 


a b c d e 
1/10 9/10 0 0 0 7а 
13 0 2/3 0 0 b 


[P] Pi P} Pš P, J2[PS Pt P2 P3 P3]-| 9/3 0 0 18 0 |с, 
910 0 0 0 1014 
1 0 0 0 0 Je 


284 


СЕ Scanned with OKEN Scanner 


cu ajutorul cáruia obfinem in continuare, următorul sistem de ecuafii: 


a + b -- c + d 4- e = 100 


a b 2c 9d 
= — — — e =а 
698 Тот 


Soluţiile acestui sistem sint următoarele : 


= 36,7 = 37 
b = 33,2 ~ 33 
с = 22,1 ~ 22 
d = 7,26 = 7 
е = 0,74 = 1 


Observăm că valoarea cea mai mare este 37. 
În concluzie, cantitatea de piese necesare reaprovizionării pentru a 


avea în funcțiune mereu cele 100 de pompe este în jurul lui 37. 
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